LA PAROLE AUX LAUREATS DE L’ACADEMIE DES SCIENCES

Limite thermodynamique et théorie du

potentiel

¢ S. Boucksom

Introduction

Comme chacun sait, un systéme physique a
'équilibre cherche a minimiser son énergie. En pré-
sence d'un grand nombre de particules en inter-
action, la mécanique statistique nous ameéne ce-
pendant a nuancer ce principe, en restreignant sa
validité au cas ol la température est nulle. A tem-
pérature non nulle, un mouvement désordonné des
particules apparait, qui entre en compétition avec
le principe de minimisation de l'énergie. La quantité
a minimiser devient alors l'énergie libre, c’est-a-dire
'énergie restant aprés soustraction de l'entropie,
laquelle rend compte a 'échelle macroscopique de
'aléa introduit.

Le but de ce texte est d’ébaucher le formalisme
mathématique utilisé pour décrire rigoureusement
ces phénomeénes, en les illustrant dans le cas clas-
sique de l'électrostatique. Commencons par cette
derniere. Le champ électrique engendré par une
particule ponctuelle placée en un point y € RY et
de charge e = —1 dérive d'un potentiel V, (x) qui sa-
tisfait a 'équation de Poisson A, V| (x) = 6,, avec A,
le laplacien (des analystes, i.e. défini négatif) et 6,
la masse de Dirac en y.

Il faut imposer une condition au bord pour as-
surer 'unicité de Vy, et le cadre le plus réaliste
consiste sans doute a travailler dans un domaine
borné 2 € R dont le bord est mis a la masse, de
sorte que V,|3q = 0. Par définition, on obtient alors

V,(x) = Gq(x, y), la fonction de Green de (.

En théorie du potentiel classique, on idéalise
cette situation en travaillant avec la fonction de
Green Gy(x,y) de RY, i.e. l'unique solution de
A,Gq4(x,y) = 6, invariante par translation, explicite-
ment donnée par

%ln|x—y|si d=2
—cylx—y|Z9sid=3,

Gd(X’Y)Z{

avec 1/cy = (d-2)Vol(S91). Pour d > 3, ceci revient
donc a une mise a la masse a l'infini.

Deux particules identiques x, y de méme charge
e = —1 se repoussent mutuellement en cherchant a
diminuer l'énergie d’interaction E>(x,y) = —Gg4(x, y).
On modélise linteraction d’une configuration de N
particules xi,..., Xy €n moyennant les contributions
de toutes les paires (« champ moyen »), i.e.

-1
EN(Xl,...,XN):(,;I) Z EZ(XifXj)~ (1)
1<

<i<jsN

Si 'on cantonne ces particules & un compact
X c R, qu’on pense comme un condensateur sur
lequel nos N particules se meuvent librement,
celles-ci s’éloigneront de fagcon a minimiser l'éner-
gie Ep, et la position a l'équilibre sera donc donnée
par une configuration P = (x1,...,xy) € XN telle que
EN(P) = ianN EN'

Ainsi définies, les configurations a l'équilibre
sont loin d’étre uniques en général. Fait remar-
quable, l'unicité est cependant restaurée asymp-
totiqguement lorsque N tend vers l'infini. Plus pré-
cisément, une « distribution continue » de charges
sur X est décrite par une mesure de probabilité y,
dont 'énergie est donnée par

E(y) = ﬂ Ex(o y)u(dx)u(dy).

L'ensemble P(X) des mesures de probabilité sur X
est compact pour la topologie faible, et la fonction-
nelle E : P(X) — RU{+oo} est semi-continue inférieu-
rement (sci) par semi-continuité de E,. Un point-clé
non trivial de la théorie du potentiel est que E est
de plus strictement convexe.

Il résulte de ces propriétés la dichotomie sui-
vante. Si E(yu) = +co pour toute mesure y € P(X),
on dit que X est polaire, i.e. négligeable ! du point
de vue de la théorie du potentiel dans RY. Sinon,

1. Un tel ensemble est en particulier de mesure de Lebesgue nulle, et méme de dimension de Hausdorff au plus d — 2.
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U'énergie a l'équilibre inf,ep(x) E(4) est atteinte en
une unique mesure Ueq, la mesure d’équilibre de X.

Comme on le verra, 'énergie a l'équilibre « mi-
croscopique » infyn Ep tend vers 'énergie a l'équi-
libre « macroscopique » infp(x) E, et 'unicité asymp-
totique évoquée ci-dessus signifie que toute suite
de configurations Py € XN minimisant Ey s’équi-
répartit sur la mesure d’équilibre Heq lorsque
N — oo0. En d’autres termes, on a convergence faible
ON(PN) — peqr avec Sy : XN — P(X) l'application
mesure empirique, qui associe a une configuration
P = (x1,..,xy) € XN la mesure de probabilité dis-
créte correspondante

1 N
Sn(P) = Z% (2)
i=1

z|

S’il est naturel de considérer (P(X), E) comme la li-
mite de (XN, Ey) via 6y, la signification précise de
cette convergence n'est pas immédiate. En particu-
lier, on notera que E o §p = +oo! L'un des points de
ce texte est de proposer une définition de conver-
gence dans un contexte général, que l'on peut pen-
ser comme un cas limite (température nulle) de la
théorie probabiliste des grandes déviations.
Introduisons maintenant de l'aléa dans le mo-
deéle précédent. On se donne une mesure de proba-
bilité de référence ug € P d’énergie E(ug) finie, et
on considére une configuration aléatoire Py € XV
formée de N particules xq,..., x5y € X indépendantes
et de méme loi yp, de sorte que Py est de loi }AON.
Lorsque ces particules interagissent, cet aléa entre
en compétition avec le principe de minimisation de
'énergie; a l'équilibre, la loi de Py est modifiée pour
se concentrer autour des minima de Ey, avec d'au-
tant plus de vigueur que la température T diminue.
Comme nous l'enseigne la mécanique statistique,
cette nouvelle loi est donnée par la mesure de Gibbs

1 gnEy, N
_— B Nul,

VBN = Zon

oup= T-1 est la température inverse et le facteur
de normalisation Zg y = IX,\, e’ﬁNENyS’, appelé fonc-
tion de partition, garantit que ¥p,N €st une mesure
de probabilité.

On verra quon a alors équirépartition d'une
configuration typique By € XN de loi Vp,N SUr une
mesure d’équilibre Mg, au sens ou la suite de me-
sures empiriques 6n(Py) converge en loi vers la me-
sure déterministe yg. La mesure g est caractérisée

comme l'unique minimiseur dans P(X) de l'énergie
libre

E(u)+ B~ H(plpo),

avec H(ulpg) € [0, +o0] 'entropie relative de y par
rapport a pg, définie par

H(uluo) = { J(Finf)po sip= fuo

+00 sinon

De plus, Hp est elle-méme une mesure de Gibbs, de
la forme 1
_ * -BU
= e
kg Zs Ho
ou U est solution de l"équation « champ moyen de
type Liouville »

e Puo

1
—-5AU=——F7—.
’ JeYuo

1. Entropie et grandes déviations

Le second principe de la thermodynamique
a trait a l'existence de lentropie S, fonction
d’état maximisée a l'équilibre étant données les
contraintes macroscopiques imposées au systéme.
La célébre formule de Boltzmann énonce que S =
kln€2, ou k est la constante de Boltzmann et Q2 le
nombre d’états microscopiques compatibles avec
les contraintes macroscopiques. Pour faire le lien
avec le second principe, il faut en fait comprendre
cette formule a la « limite thermodynamique », i.e.
lorsque le nombre N de particules en présence tend
vers l'infini.

Afin de formuler ceci de fagon plus précise,
considérons un systéme physique dont les états
sont paramétrés par les points d'un espace mé-
trique X, supposé compact pour simplifier. On re-
présente les contraintes imposées au systéme par
un sous-ensemble (borélien) B C X, et le nombre
d’états microscopiques correspondant par [(B),
avec [ une mesure (de Radon) positive sur X. On
peut alors justifier comme suit le second principe a
partir de la formule de Boltzmann.

En posant ¢(B) := kInT(B), on définit une capa-
cité, entendue ici comme une fonction B + ¢(B) €
RU {—oo} définie sur les boréliens qui est croissante,
continue le long des suites croissantes, et régu-
liere? au sens ol

2. On devrait plutét dire que B > exp ¢(B) € [0, +oo[ est une précapacité, et le théoréme de capacitabilité de Choquet implique de
fagon générale que la régularité intérieure résulte de la régularité extérieure, X’ étant compact.
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sup c(K)=c¢c(B) = inf  c(U)

K compact cB U ouvert DB
pour tout borélien B. A la différence d'une me-
sure, une capacité n‘est pas nécessairement sous-
additive, mais notons que la capacité que nous
considérons satisfait a

c(B1 UBy) < max(c(Bq),¢c(By)) + kln2 (3)

pour tout couple de boréliens By, B, C X.

En physique, la constante de Boltzmann s’écrit
k = R/N ol R est la constante des gaz parfaits et
N ~6,022.1023 est la constante d’Avogadro, i.e. le
nombre de particules dans une mole de matiére. Le
passage a la limite thermodynamique consiste a
faire tendre N vers l'infini; on est donc amené a
travailler avec une suite [y de mesures positives et
des capacités associées de la forme

cn(B) = it InT(B) (4)

avec ry — +oo. Généralisant le cas des mesures, on
dira qu’une suite de capacités cy converge faible-
ment vers une capacité c si

c(K) pour tout compact K;
c(U) pour tout ouvert U.

limp cn(K)
limy cn(U)

(5

<
>
En utilisant la régularité de la limite ¢, on voit facile-

ment que celle-ci est unique. Pour cp de la forme (4),
Uinégalité (3) implique que la limite c satisfait a

¢(By U B;) = max(c(By), ¢(By)) (6)

pour Bj, B boréliens. Par régularité extérieure de c,
la fonction S(x) := c({x}) est semi-continue supérieu-
rement. En utilisant (6), on vérifie que ¢(K) = supg S
pour tout compact. Par régularité intérieure, on en
déduit ¢(B) = supg S pour tout borélien, en accord
avec le second principe de la thermodynamique.

On peut en outre décrire plus explicitement la
valeur de S en x € X comme

S(x) = lim lim cy(B(x,€)) = lim lim cp(B(x, €)).
-0 N e—=0"N

Dans le contexte probabiliste de la théorie des
grandes déviations, formalisée par Varadhan, on
considére plutét la fonction sci | := —S. Lexistence
d’une limite faible ¢(B) = —infgl au sens de (5)
pour cn(B) = r,gl InTy(B) signifie par définition que
la suite de mesures [y satisfait a un principe de
grandes déviations a vitesse ry et fonction de taux I.
Le livre [8] propose une excellente introduction a

cette théorie. On consultera aussi a profit la réfé-
rence [7], trés compléte.

Si chaque [l est une mesure de probabilité, dé-
finissant un état aléatoire xy de X, alors infy [ =
limp cn(X) = 0. Le contenu essentiel du principe de
grandes déviations est que les états aléatoires xy
se concentrent a vitesse exponentielle vers les mi-
nima de I, au sens ou tout voisinage U des minima
de | satisfait a

P(xy € U) :=Tn(X \U) = O(e™“M) (7)

avec ¢ > 0. En particulier, si | est minimisée en un
unique point xq € X' (l'état d’équilibre), alors les
états aléatoires xy convergent en loi vers l'état dé-
terministe Xeq-

2. Le point de vue fonctionnel

Considérons une suite de capacités cy sur X' de

'un des deux types suivants :

(a) en(B) = r,gl InTy(B) avec Iy mesure positive

sur X ety — +o0;

(b) cn(B)=—infgly avec Iy scisur X.
Comme on l'a vu plus haut, si cy converge faible-
ment vers une capacité c, alors celle-ci vérifie (6),
donc est nécessairement de la forme ¢(B) = —infg |
avec | scisur X. Dans le cas (a), ceci correspond a
un principe de grandes déviations pour [y.

Dans le cas (b), on dira que la suite de fonc-
tions sci Iy converge faiblement vers I. D'aprés
la premiére condition de (5), on a alors en par-
ticulier limy infg Iy > infg | pour tout compact K,
propriété dont on peut vérifier qu’elle équivaut
a limy In(xn) = I(x) pour toute suite convergente
xny — x. En utilisant ceci, on obtient :

Proposition 1. Supposons que cy converge faible-
ment vers une capacité c(B) = —infg |, et que | soit
minimisée en un unique point Xeq € X. Dans les cas
(a) et (b), on a alors respectivement :
(a) l'état aléatoire xy € X de loi Ty := [n/Tn(X)
converge en loi vers l'état déterministe Xeq s
(b) toute suite xy € X telle que In(xy) = infy Iy
converge Vers Xeq-

Définissons ensuite des fonctionnelles Ap :
CO(X) — [R en posant respectivement pour
®e o)

(a) /\,\,(CD)z—r,\_l1 lnje‘rN‘i’drN;

(b) /\N(CD): ian(IN+(D).
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Dans les deux cas, /Ay est concave sur CO(X) (par
l'inégalité de Holder, dans le cas (a)); elle est aussi
clairement croissante et satisfait a Ay(® + ¢) =
AN(P) + ¢ pour ¢ € R, ces deux propriétés impli-
quant que Ay est 1-lipschitzienne.

Le résultat suivant est dt a Bryc et Varadhan
dans le cas (a) (cf. [7, Chapitre 4]), et s'adapte aisé-
ment au cas (b).

Proposition 2. Une suite de capacités cy de la
forme (a) ou (b) converge faiblement vers une ca-
pacité c si et seulement si la suite Ay converge
simplement vers une fonctionnelle A : CO(X) — R.

De plus, la fonction sci | définie par I(x) :=
supg (A (P) — P(x)) satisfait alors a c(B) = —infg |
et A(®) =infy(/+P).

Supposons maintenant que X soit réalisé
comme un compact du dual topologique V* d'un
espace de Banach V, muni de la topologie x-faible.
En pratique pour nous, X’ sera l'espace des mesures
de probabilité sur un autre espace métrique com-
pact X, et donc V = C%(X). On s'intéresse alors a la
stricte convexité de I, propriété qui a le bon go(t de
garantir l'unicité d’'un éventuel minimiseur, comme
dans la proposition 1. On introduit pour cela sa
transformée de Legendre concave F : V — R en
posant pour ¢ € V

F¢):= inf (I(x) + (¢, x)) (8)

xeX

qui coincide donc avec A({(¢,-)) avec N définie
comme ci-dessus et (¢, -) € CO(X) la forme linéaire
induite par ¢. Un peu d’analyse convexe permet
alors de montrer que les conditions suivantes sont
équivalentes :

(i) I eststrictement convexe;
(ii) pour tout ¢ € V, l'infimum définissant F(¢) est
atteint en un unique Xp € X
(iii) F est dérivable au sens de Gateaux (i.e. en
restriction a toute droite).

Lorsqu’elles sont satisfaites, la dérivée de F en ¢
est donnée par xg = VF(¢), et on reconstruit | via

I(x) = sup(F(¢) = (¢, x)), )

PpeVv

par dualité de Legendre. Ceci motive le théoréeme
suivant, da a Gartner et Ellis dans le cas (a) (cf.
[7,84.5.3]), et s'adaptant a nouveau sans peine au
cas (b).

Théoréme 1. Les conditions suivantes sont équiva-
lentes :

(i) une suite de capacité cy de la forme (a) ou (b)
converge faiblement vers c(B) = —infg | avec
| strictement convexe sur V* ;

(ii) la suite de transformées de Legendre
concaves Fy définies par (8) admet une limite
finie F(¢p) pour tout ¢ € V, et F est dérivable
au sens de Gateaux sur V.

La fonction | est alors donnée par (9).

Comparé a la proposition 2 de Bryc-Varadhan,
la condition imposée dans (ii) est plus faible, puis-
qgu’elle ne demande la convergence de /Ay que sur
le sous-espace V* des formes linéaires dans CO(X).
Comme nous le verrons plus loin, cet énoncé fournit
un moyen efficace d’établir un principe de grandes
déviations.

3. Particules en interaction

Ons’intéresseici a un systéme formé d'un grand
nombre de particules identiques, et a sa limite ma-
croscopique.

Pour formaliser ceci, on se donne un espace mé-
trique compact X, 'espace des états internes de
notre particule type. Dans le cas de l'électrosta-
tique, X est un compact de R9 a l'intérieur duquel
se meut librement une particule négativement char-
gée. On appelle les fonctions ¢ € CO(X) les obser-
vables internes.

Un état macroscopique du systéme est donné
par une « distribution » de particules identiques,
qu’on formalisera par un élément yu de l'espace
P =P(X) des mesures de probabilité sur X, appelé
"espace des états macroscopiques ; 'espace P est
lui-méme métrique compact pour la convergence
faible des mesures, et on pourra donc lui appliquer
les considérations du §1.

On appellera observable macroscopique une
fonction continue ® € CO(P). Toute observable in-
terne ¢ € C9(X) définit une observable macrosco-
pique ® par moyennisation, i.e. P(u) = (¢, u).

Un état microscopique de notre systéme est
donné par une configuration de N particules iden-
tiques, donc un point P = (xq, ..., xy) de XV. Tout état
microscopique détermine un état macroscopique
via l'application mesure empirique &y : XN — P qui
associe a P = (xq,..., xy) € X la mesure de probabi-

lité
1 N

Sn(P) = Zaxi.
i=1

z|
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On note que 6y induit un homéomorphisme
XN/Sn = 6n(XN), ot le groupe symétrique Sy agit
sur XN par permutation des facteurs, et que la
réunion des 6y (XN) est dense dans P.

Pour chaque N, on modélise les interactions
entre N points par une énergie d’interaction mi-
croscopique Ep;, qui est par définition une fonction
symeétrique sci Ey : XN - RU {+o0}. Les configura-
tions a l’équilibre sont celles qui minimisent Ey.
Exemple 1 (Champ moyen). Un modéle « champ
moyen » consiste a se donner "énergie d’interac-
tion E> des paires de points de X, et a définir Ey en
moyennant les contributions des paires de points
comme dans (1).

Outre le cas de l'électrostatique mentionné
dans l'introduction, on considére classiquement le
potentiel de Riesz E>(x,y) = |[x—y|~%, ou encore le
potentiel « sphére dure de rayon r »

+oosi|x—y|<r
0 sinon.

Ex(x,y) = {

Tout ces modéles sont répulsifs, au sens ou
E5(x, x) = +o0. A l'opposé, un modeéle attractif bien
connu est celui de Curie-Weiss, approximation a
champ moyen du modéle d’lsing d’interaction entre
des spins. On a ici X = {-1,1}, et "énergie d'in-
teraction de deux spins 0,0’ € X est donnée par
E>(o,0") = —Joo’ avec J > 0.

Plus généralement, on dira que linteraction est
d’ordre r si Ey estla moyenne des interactions entre
r points, i.e.

-1
EN(X]_,..., XN) = (,:I)

On mentionnera plus loin le cas de la répulsion dé-
terminantale, qui n‘est pas d’ordre r en général.

Er(Xill"‘l Xir)' (10)

1<ip<..<i <N

Puisque Ey est symétrique par hypothese, elle
descend au quotient XN/Sy =~ Sn(XN). On peut
donc la voir comme une fonction sci EN P -
R U {+o0} en posant Ep = +o0 sur P\ & (XN).

On dira que Ep admet une limite macroscopique
E:P — RU{+oo} si EN converge faiblement vers
E au sens du §2. Plus concrétement, ceci signifie
donc

limy inféﬁ(u) En < infy E pour tout ouvert U C P;

<
limy, infév(K) En > infg E pour tout compact K C P,
(11)

ou de facon équivalente (proposition 2)

inf(Ey + P o 6y) — inf(E + P)
XN P

pour toute observable macroscopique ® € CO(P).

Lorsque E admet un unique minimiseur Heg L@
proposition 1 entraine que toute suite Py € XN mini-
misant Ey s’équirépartit sur Heq-

Ceci est en particulier le cas lorsque Ey admet
une limite macroscopique E strictement convexe,
ce qui, d'apreés le théoréme 1, se produit si et seule-
ment si les fonctionnelles concaves fy : C°(X) —» R
définies par

Fn() = i)m‘(EN+(¢, On))

convergent simplement vers une fonctionnelle Ga-
teaux dérivable F : C9(X) — R, qui satisfait alors

sup (F(¢) (o w)-

$eCO(X)

E(u) =

Cela fournit un outil puissant pour démontrer l'exis-
tence d’une limite macroscopique lorsqu’on ne sait
pas la deviner a priori, comme dans le cas de l'inter-
action déterminantale discutée plus bas.

Afin d’illustrer la notion de limite macroscopique,
considérons le cas ol l'énergie d’interaction micro-
scopique est d'ordre r au sens de (10), ce qui couvre
par exemple le cas de l'électrostatique classique
discutée dans l'introduction. Il est naturel de s’at-
tendre a ce que la limite macroscopique soit donnée
par E(u) :=(E,, u"). Ceci est confirmé par le résultat
suivant.

Théoréme 2. Si Ey est d’ordre k, alors Ey admet
comme limite macroscopique la fonction sci E : P —
R U {+o0} définie par E(u) = (E,, u").

Sans hypothése supplémentaire, il arrive que
E = +oo sur P. Pour 'énergie électrostatique consi-
dérée dans l'introduction, c’est le cas si X est po-
laire, par définition.
Preuve. On va montrer que infyn(En + @ o op)
converge vers infp(E + ®) pour toute ® € CO(P). En
intégrant (10) contre ‘uN avec u € P, on trouve

(En,uNy =(E., p") = E(p)

pour tout N. D’'un autre cé6té, la loi des grands
nombres montre que la suite de mesures sur P
(6,\,)*,14’\’ converge faiblement vers la masse de Dirac
en p, i.e. (P ody, uNy — d(p). Puisque

inl\f(EN +do 6[\/) < <EN +do 5N,]AN>,
X

il en résulte que liminfyn(En +® 0 6n) < E(p) + P(p)
pour tout y € P.
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Considérons maintenant linégalité inverse.

Puisque E, est sci, elle coincide avec le sup des

fonctions G € CO(X") symétriques telles que G < E,.

Pour tout P = (xq,..., xn) € X" on a

-1
N
EN(xl,...,XN)>( ) Z G(Xjyreer X, )-

r . .
i1 <...<ip
Par symétrie de G, on observe que

r Z (i, xi) = NK(G, 6N (P)")y + O(N™1).

i <<y
Puisque (’;’) ~ N"/rl, on en déduit
En(P)>(G,6n(PYY+ 0N, (12)

ol la constante dans le O dépend de G, mais pas
de Pe XN,
On choisit maintenant une suite N, — +oo telle

que

liminf(Exy +®) =liminf(En, +P

TXN( N+ ®P) n XNk( N, +P)
et P € XNk minimisant Ey, + ®. Quitte a passer a
une sous-suite, on peut supposer que 6y, (Fx) admet
une limite y € P. D’aprés (12), on a

li_minf(EN +¢))
N XN
> lim (G, &, (R + @ (&, (F)) + O(N))

=(G,p") +P(p).
En prenant le sup sur G < E,, on conclut

limi

nf(En +P) = (E,, by + D (p) = inf(E +P).
N XN P

4, Electrostatique dans RY et
dans C"

On considére d’abord plus en détail le cas de
l'électrostatique dans un compact X C R9, discuté
dans lintroduction. Les interactions sont d’ordre
r=2,et E5(x,y) = —Gq4(x,y), avec G4 la fonction de
Green de RY. Le théoréme 2 montre que la limite
macroscopique de

N -1
EN(Xlr"'lXN):(Z) ZEZ(XiJXj)

i<j

est donnée par l'énergie

E() = ﬂ Ex(x y)u(dx)u(dy),

Un point essentiel de la théorie du potentiel est
que E est strictement convexe sur les mesures de
probabilité y a support compact dans R4,

On dit que X est polaire si X ne porte aucune
mesure u d’énergie finie, ce qui équivaut donc a
infyn Eyy — +00. Si X n‘est pas polaire, la stricte
convexité de E implique que celle-ci est minimisée
par une unique mesure peq € P(X), la mesure d’équi-
libre de X, qui décrit la distribution macroscopique
des charges électriques sur X a l'équilibre, et sur
laquelle s’équirépartit toute suite Py € XN de confi-
gurations minimisant Ey, d’aprés la proposition 1.

Afin de décrire la mesure d’équilibre, appelons
potentiel une fonction sous-harmonique V sur R4
telle que V(x) — O (resp. V(x)—% n|x| — 0) a linfini
pour d > 3 (resp. d = 2). Une fonction harmonique
et bornée sur RY étant constante, un potentiel V
est uniquement déterminé par la mesure positive
u = AV, dont on montre qu’elle est automatique-
ment de masse 1 dans le cas d = 2. On dit que V
est le potentiel de p.

Réciproquement, toute mesure de probabilité y
a support compact dans RY admet un potentiel V,,
donné par

V)= [ Gatr ()

La mesure p est d’énergie finie si et seulement si
V, € Ll(y), avec E(u) = —f V. dp.

On montre que le potentiel de la mesure d’équi-
libre pieq de X ¢ RY est l'unique potentiel Veq qui
est harmonique en dehors de X et constant g.p. sur
X, gq.p. étant une abréviation de « quasi-partout »,
i.e. en dehors d'un ensemble polaire. La mesure de
probabilité peq = AVeq ne chargeant pas de tels en-
sembles, la constante c telle que Veq = c q.p. sur X
est donnée par

nf E.

c= J- Veq dl"eq = _E(l‘eq) = _7i>()]:)
Pour d > 3, on considére plutét la fonction super-
harmonique Ugq = c1 Veq, Qui est harmonique hors
de X, vaut 1 q.p. sur X et 0 a l'infini, et on définit
la capacité du condensateur X comme la charge
totale

X)=-| AU., =1/ inf E.
c(X) L eq ;?X)
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Dans le cas d = 2, on définit le N-diamétre d'un
compact X ¢ R2 = €C comme le maximum de la
moyenne géométrique des distances entre N points
de X, i.e.

dy(X):=  sup

(21,2n)EXN i

2/N(N-1
|Zi_Zj| /N )»

le diamétre usuel de X étant donc d>(X). Une confi-
guration P = (z1,...,zy) € XN réalisant le sup de
droite est appelée configuration de Fekete. Ces
points jouent un réle important en théorie de l'in-
terpolation polynomiale, car les polynémes de La-
grange associés

ra =] [-z/] [@-2)

J#i j#i

qui satisfont & F(z;) = ;;, sont de norme sup au
plus 1 sur X.

On observe que dy(X) = e 2™ "xNEN et que les
configurations de Fekete sont celles qui minimisent
l'énergie Ey sur XN. La convergence de Ep vers E

entraine donc 'existence de la limite

deo(X) = li,rvn dyn(X) = e 2P E)

appelée diamétre transfini (ou capacité logarith-
mique) de X, ainsi que l'équirépartition des configu-
rations de Fekete sur la mesure d’équilibre Heq-

On se tourne maintenant vers le cas de
Uinteraction déterminantale en n variables com-
plexes. On note

k k"
Ny = (”+ ): — +0(k"™
n n!

la dimension de 'espace des polynémes complexes
en n variables et de degré au plus k, et on introduit
le déterminant de Vandermonde généralisé

a)lsfst

Vi(z1,..., 2N,) = det(z;] 2eND, al<k”

bien défini modulo +1 (choix d'un ordre pour les
mondémes). Pour un compact X C C", on définit
lénergie d’interaction déterminantale E; : XNk —
R U {+o0} en posant

1 2
E, =——1In|V ]|~
k kN, n| kl

En dimensionn=1,ona Ny =k+1,

i1
Viz1, . 2n,) = det(z] )i<ijen, = I_[ (zj=2zi),

1<i<j<Ng

et donc

2 -1

Ek(zl,...,sz) = m ;ln|zi - zj| )
qui redonne le cas de l'électrostatique dans C = R2.
Les configurations (z1,..., zy,) maximisant |V
sur XNk sont a nouveau appelées configurations de
Fekete, avec des polynémes de Lagrange associés

Vi(Z1,+ 2121, 2, Zi11, -0 2N,)

Vk(Zl, veey ZNk)

P(z) =

de norme sup au plus 1 sur X. Dans les années 50,
Leja introduit le k-diameétre

di(X):= exp(—)i(rlzli Ek) = sup|Vk(zl,...,sz)|2/ka

zieX

et postule lexistence d'un diamétre transfini
deo(X) = limg dg(X), démontrée par Zakharyuta
dans les années 70 via un argument non trivial de
sous-additivité.

On aimerait cependant aller plus loin et mon-
trer l'existence d’une limite macroscopique E des
Ex, comme dans le cas d'une variable complexe. La
difficulté dans ce cas est qu’on ne peut plus devi-
ner la forme de la limite, et 'approche suivie dans
[5] consiste a travailler avec la transformée de Le-
gendre concave

Fi(@) := inf(E + (¢, 6n,))

inf
XNk

= _LN n sup|Vk(Zl,...,ZNk)|2 e_Zk(¢(Zl)+~-+¢(ZNk)).
k  zieX

En utilisant des résultats sur 'asymptotique des
noyaux de Bergman et une bonne dose de théorie
du pluripotentiel, on démontre l'existence d’une li-
mite F(¢), Gateaux dérivable. Le théoreme 1 montre
alors que la limite macroscopique E de Ey existe, et
gu’elle est strictement convexe, donnée par

E(w = sup (F(¢)=(dp).

$eCO(X)

On obtient en particulier 'équirépartition des points
de Fekete sur la mesure d’équilibre, établie dans [6].

Grace a l'approche variationnelle pour l'opé-
rateur de Monge-Ampére complexe développée
dans [4], on peut donner de cette énergie pluri-
complexe E la description suivante. Toute mesure
u € P(X) telle que E(p) < +o0 s’écrit comme la me-

sure de Monge-Ampére complexe y = (iaﬁv,,)" (en
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un sens faible adéquat) d’'une fonction plurisou-
sharmonique VI‘ sur C" a croissance logarithmique,
unique a une constante additive prés; on a alors

n-1
j+1 ) 3
E(p) = Z T L i9(V,— Vo) Ad(V,, — Vo)
j=0
NIV, ) A (iddVo)" T 71 = (Vo, ),

avec V(z) = max; In*|z|. On peut voir cette formule
comme une version non-linéaire de la fonctionnelle
de Dirichlet classique, et constater que la conver-
gence de

1 2
Ek(Zl,..., ZNk) = _k_Nk In ldet(zl{z)léistJaKk

vers E(yu) ne saute pas aux yeux!

5. Energie libre et mesures de
Gibbs

On résume ici quelques faits élémentaires du for-
malisme thermodynamique. On pourra par exemple
consulter le chapitre 5 de [8] pour plus de détails.

Considérons comme au §1 un espace métrique
compact X' paramétrant les états d'un systéme
physique. On se donne une fonction d’énergie sci
U : X — RU{+o0}, de sorte que les états a l'équilibre
sont les x € X qui minimisent U.

Si l'on considére un état aléatoire x € X’ de loi
lo, 'aléa entre en compétition avec le principe de
minimisation de l'énergie. A température inverse
= T-1 > 0 fixée, le principe variationnel de Gibbs
nous dit qu’a 'équilibre, le systéme se place dans un
nouvel état aléatoire, de loi ' minimisant l'énergie
libre

(U, M)+ B HH(T) (13)

ol (U,T) est l'énergie moyenne et H(I') = H(I'|Iy)
est 'entropie relative de I par rapport a [, définie
par

H(TTy) = {I (fln. f)Ig si I =fly absolument continue;
+00 sinon.

Linégalité de Jensen implique que H(IN) > 0, avec

égalité si et seulement si [ = [5. Uentropie relative

H est caractérisée comme la transformée de Le-

gendre

H(N) = sup
PeCO(X)

(®, 1) - L(®)) (14)

de la fonctionnelle convexe L : CO(X) — R définie
par L(P) := lnjeq’ dly, ce qui montre en particu-
lier que H : P(X) — [0, +0] est sci et strictement
convexe, L étant Gateaux dérivable.

On vérifie facilement que l"énergie libre (13) ad-
met un unique minimiseur sur P(X’), donné par la
mesure de Gibbs (connue en mécanique statistique
sous le nom de statistique de Maxwell-Boltzmann
ou ensemble canonique)

1 _
I'ﬁ = Z_Ige ’wl'o,

ou Zg = je*ﬂuro est un facteur de normalisation
appelé fonction de partition. On a de plus

. -1 -1
r;g(f)()((u, M)+ B H(N)) =g nZ,. (15)
Lorsque § — +co (i.e. T — 0), la mesure de Gibbs
rﬁ se concentre exponentiellement vite vers les mi-
nima de U via un principe de grandes déviations,
et c’est donc l'ordre qui prédomine. Pour § — 0O, lg
converge vers l'aléa original [, et c’est le désordre
qui 'emporte.

6. Particules aléatoires en
interaction

On se place maintenant dans le cadre du §3.
On considére donc N particules identiques P =
(X1, xn) € XN, qui interagissent via une énergie
microscopique Ep, dont on suppose qu’elle admet
une limite macroscopique E : P — R U {+0c0} lorsque
N — oo.

On soumet chaque particule a un aléa interne,
de loi pg € P(X). Comme on l'a vu au 85, l'état micro-
scopique a l'équilibre a température inverse >0
est une configuration aléatoire Py € XN de loi don-
née par la mesure de Gibbs

1
= —— @ BNEN N 16
: e .
VBN Zon I20) (16)

s,

On espére alors montrer que la loi de la mesure
empirique on(Py) se concentre exponentiellement
vite vers les minima d’une fonctionnelle, qui jouera
le role de l'énergie libre macroscopique.

D’apres le 82, il suffit pour cela d’établir la
convergence faible des capacités sur P définies par

1 —BNEN , N
c,N(B)::—an e P Nug,
P BN 5y(B) 0
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ou, de facon équivalente (proposition 2), la conver-
gence simple sur C%(P) des fonctionnelles

Npn(®) = L LN e PN(En+®odn) N,

BN

Exemple 2 (Théoréme de Sanov). Il s'agit du cas
sans interactions, i.e. Eny = 0. On peut supposer que
B =1, par homogénéité. Pour toute observable in-
terne ¢ € CO(X), on a alors

1
AN, .>):_N lnLNe—(qb(n)+...+¢(XN))FSIZ_ l”Le_d)Fo;

qui est Gateaux dérivable sur CO(X). Le théoréeme
de Gartner-Ellis 1 montre donc que la loi (5,\,)*(,146\/)
satisfait a un principe de grandes déviations a vi-
tesse N, de fonction de taux donnée par la transfor-
mée de Legendre

sup (—ln L e Puo- <¢,#>) = H(pluo),

$eCO(X)

cf. (14). Ceci est 'énoncé du théoréme de Sanov
(cf. [8, 85.2]), qui nous dit en termes plus imagés
que e NHWlHo) donne la probabilité que la mesure
empirique de N points Py = (x1,..., xy) i.i.d. de loi
Mo soit proche de yu, rendant quantitative la conver-
gence en loi des mesures empiriques dn(Py) vers
la mesure déterministe yg, garantie par la loi des
grands nombres.

Dans le cas avec interaction, on dispose du résul-
tat général suivant, qui couvre en particulier le cas
des interactions d’ordre r, d’aprés le théoréme 2.

Théoréme 3. Supposons que l’énergie d'interac-
tion microscopique Ey admet une limite macrosco-
pique E, et que de plus l’énergie moyenne (Ep, /uN)
converge vers E(u) pour toute p € P. Pour toute me-
sure de référence g et toute température inverse
>0, on a alors convergence

Npn(®) — i%f(E+,3*1H+cb)

pour chaque ® € C°(P), avec H(u) = H(uluo) l'entro-
pie relative.

Preuve. On commence par observer que les hypo-
théses sont aussi vérifiées par Ep := BEy + P o by
et E := BE + pd. On peut donc alléger les notations
en supposant que f =1 et ® =0, et on cherche a
montrer que la fonction de partition

_ ~NEy N
Zyn —J e "Nug
XN

satisfait a % InZy — —infp(E + H).

Comme H et E sont sci, étant donné ¢ > 0, on
peut choisir un recouvrement fini de P par p boules
fermées B; = B(u;, ;) telles que H(y;) <infg H+¢ et
E(pi) <infg E+e&.0n a alors

InZy < maxf e_NEN}ASI +Ilnp
b JsB)
avec pour chaque i
an e_NENySIS—N inf EN+an ;48].
5By 5By B;NXN
Puisque E est la limite macroscopique des Ep, on a
pour chaque i
lim| inf Eyn|>infE,
Sit(B)) B;

d’aprés (11). D’un autre cété, le théoréme de Sanov
(cas sans interaction) donne

1
lim—an g < —infH.
N N B,-ﬂXN B;

Pour chaque boule B; on a donc

—(1
lim —lnj e_NEN,uSl < —-infE-infH
N | N 5;11(31,) B; B;
< —E(pi)—-H(pi)+2e < —igf(E+ H)+ 2¢,
etonen déduitm% InZy < —infp(E + H).

Considérons maintenant la réciproque. Par le
principe variationnel de Gibbs (15), on a

1
inf  ((En, )+ N TH(O|uN)) = == h Z.
ye}»?m(( NP (Vmp)) = ;0 Zn

En appliquant ceci avec y = ]AN, on obtient

1
(Eny Ny + H(plpo) > —N N

en utilisant lidentité triviale H(yN|;48’) = NH(ulpo).
Puisqu’on suppose que (Ey, uN) — E(u), on obtient
Uinégalité souhaitée E(u) + H(u) > —li_m,\,%ln ZN
pour toute p € P. O
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Corollaire 1. Supposons que l'énergie d’interaction
En est d'ordre r, et soit Py € XN une configuration
aléatoire suivant la loi de Gibbs (16). La loi des me-
sures empiriques én/(Py) satisfait alors & un principe
de grandes déviations a vitesse SN et fonction de
taux E+ p71H.

En particulier, s’il existe une unique mesure
up € P telle que

E(pug)+ B Hlpg) = igf(E+ BL1H) < +oo,

alors 6n(Py) converge en loi vers 'état détermi-
niste pg.

Dans le cas de l'électrostatique dans un com-
pact X c RY, l'existence d’un unique minimiseur Hp
est satisfaite des que la mesure de référence pg est
d’énergie finie, E et H étant toutes deux strictement
convexes. Fait remarquable, pp est alors elle-méme
une mesure de Gibbs sur X, de la forme

1 ISU

=—e 17
Bp=Z€ " ko (17)
avec V = —%U satisfaisant a l'équation « champ
moyen de type Liouville »
2BV
av=S_Fo (18)
fe P o

En admettant l'existence d'un potentiel V solution
de (18) (ce qui peut étre établi par un argument
variationnel), voyons pourquoi v := AV doit néces-
sairement minimiser E + ﬁ_lH, et donc coincider
avec pg.

Rappelons que le potentiel V,, de toute mesure
p € P(X) d’énergie finie satisfait a E(u) = —(V,, y).
Puisque G4 est majorée sur X, le théoreme de Fubini-
Tonelli donne la propriété de symétrie

V) = [ Gatxypmtarman = (.,
qui implique

d
E|t:05(fl4+ (1-t)y)==2(V,, u—v).
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