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7.3 Orientation et intégration . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 73
7.4 La formule de Stokes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 77
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Chapitre 1

Préliminaires topologiques

1.1 Bases et voisinages

Espaces topologiques

On rappelle qu’un espace topologique X est un ensemble muni d’une topo-
logie, i.e. une collection de parties de X appelées ouverts, ayant les propriétés
suivantes :

(O1) X et l’ensemble vide sont ouverts ;
(O2) la réunion d’une famille quelconque d’ouverts est un ouvert ;
(O3) l’intersection d’un famille finie d’ouverts est un ouvert.

Le complémentaire d’un ouvert est appelé fermé, et on a donc dualement :

(F1) X et l’ensemble vide sont fermés ;
(F2) l’intersection d’une famille quelconque de fermés est un fermé ;
(F3) la réunion d’un famille finie de fermés est un fermé.

La topologie est dite discrète si toutes les parties de X sont ouvertes.

Une application f : X → Y entre espaces topologiques est continue si
l’image réciproque de tout ouvert est ouverte ; ceci équivaut à demander la
même chose pour les fermés.

Etant donnée une partie Y ⊂ X, la réunion des ouverts de X contenus
dans Y est clairement le plus grand ouvert de X (éventuellement vide) contenu
dans Y ; on le nomme intérieur de Y , noté Y̊ ⊂ X.

De même, l’intersection de tous les fermés de X contenant Y est le plus
petit fermé contenant Y , appelé adhérence de Y et noté Y ⊂ X. Le bord de
Y est défini comme le fermé ∂Y := Y \ Y̊ .

Topologies induites

Si X est un espace topologique et Y est un ensemble, la donnée d’une
application f : Y → X (resp. f : X → Y ) induit naturellement une topologie
sur Y en imposant que f devienne continue. Plus précisément, le fait que les

1



2 CHAPITRE 1. PRÉLIMINAIRES TOPOLOGIQUES

images réciproques commutent aux unions et intersections montre de suite
que :

(i) la donnée d’une application f : Y → X définit une topologie sur Y
ayant pour ouverts les images réciproques d’ouverts de X ;

(ii) la donnée d’une application f : X → Y définit une topologie sur Y
pour laquelle une partie U ⊂ Y est ouverte ssi f−1(U) est ouvert dans
X.

La topologie définie par (i) (resp. (ii)) est la plus grossière (resp. la plus fine)
pour laquelle f est continue.

Exemple 1.1.1. Toute partie Y ⊂ X d’un espace topologique X hérite d’une
topologie induite, dont les ouverts sont les intersections d’ouverts de X avec Y ;
il s’agit de la topologie la plus grossière sur Y rendant continue l’application
d’inclusion ι : Y → X.

Exemple 1.1.2. Soit X un espace topologique, et π : X → Y une applica-
tion surjective vers un ensemble Y . On appelle topologie quotient la topologie
induite sur Y , qui est donc la plus fine telle que π soit continue. On dit alors
que π : X → Y est un quotient topologique.

Exercice 1.1.3 (Topologie quotient). Montrer qu’un quotient topologique π :
X → Y satisfsait la propriété universelle suivante : toute application continue
f : X → Z, constante le long des fibres π−1(y) de π, se factorise de façon
unique en f = f̄ ◦ π avec f̄ : Y → Z continue.

Le quotient topologique d’un espace topologiqueX par une relation d’équivalence
est l’ensemble quotient muni de la topologie quotient.

Exemple 1.1.4. Le quotient X/A d’un espace X par un sous-espace A est le
quotient X par la relation d’équivalence x ∼ x′ ssi x, x′ ∈ A. Les ouverts de
X/A correspondent donc à des ouverts U ⊂ X tels que U ⊃ A ou U ∩A = ∅.

Bases

Une base d’un espace topologique X est une famille B d’ouverts de X
telle que tout ouvert est réunion d’éléments de B. Notons que B détermine
entièrement la topologie de X, les ouverts étant précisément les réunions
d’éléments de B.

On dit que X est à base dénombrable (second countable en anglais) s’il
admet une base (au plus) dénombrable.

Exemple 1.1.5. Les boules ouvertes d’un espace métrique forment une base
de sa topologie.

Exercice 1.1.6. Une famille B de parties d’un ensemble X est la base d’une
(unique) topologie sur X ssi toute intersection finie d’éléments de B est réunion
d’éléments de B.
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Cette dernière condition est en particulier réalisée si B est stable par in-
tersection finie.

Remarque 1.1.7. Pour une famille quelconque F de parties d’un ensemble
X, la topologie la plus grossière pour laquelle les éléments de F sont des
ouverts a pour base B les intersections finies d’éléments de F. Si F est (au
plus) dénombrable, cette topologie est à base dénombrable.

Exercice 1.1.8. Etant donnée une famille d’espaces topologiques (Xi)i∈I , on
définit la topologie produit sur Y :=

∏
i∈I Xi comme la topologie la plus

grossière rendant les projections pi : Y → Xi continues. Montrer que les
ouverts de la forme ∏

j∈J
Uj ×

∏
i/∈J

Xi

avec J ⊂ I fini et Uj ⊂ Xj ouvert forment une base de la topologie produit.

Dans le cas particulier où Xi = X est indépendant de I, l’espace topolo-
gique produit XI s’identifie à l’ensemble des applications f : I → X, muni
de la topologie de la convergence simple, ayant pour base les ensembles de la
forme {f ∈ XI | f(J) ⊂ U} avec J ⊂ I fini et U ⊂ X ouvert.

Exercice 1.1.9. La propriété d’être à base dénombrable est héritée par tout
sous-espace.

Exercice 1.1.10. Si un espace X admet un recouvrement dénombrable (Un)n∈N
par des ouverts Un à base dénombrable, alors X est à base dénombrable.

Exercice 1.1.11. Tout espace X à base dénombrable admet une suite dense,
et ne peut contenir de sous-ensemble discret non-dénombrable.

Exercice 1.1.12. Si (X, d) est un espace métrique contenant une suite dense
(xn), montrer que la famille de boules ouvertes (B(xn, 1/m))n,m≥1 forme une
base dénombrable de X.

Remarque 1.1.13. Un espace topologique admettant une suite dense est
parfois appelé �séparable� (à ne pas confondre avec �séparé�, cf. ci-dessous).
Pour un espace métrique, �base dénombrable� et �séparable� sont donc sy-
nonymes (cf. espaces de Hilbert séparables).

Exercice 1.1.14. Tout espace métrique compact est à base dénombrable.

Voisinages

Un voisinage d’une partie Y d’un espace topologique X est un sous-
ensemble V ⊂ X qui contient Y dans son intérieur ; de façon équivalente,
il existe U ⊂ X ouvert tel que Y ⊂ U ⊂ V .
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Exercice 1.1.15. Une partie Y ⊂ X d’un espace topologique est ouverte ssi
elle est un voisinage de chacun de ses points.

Exercice 1.1.16. Si V est un voisinage de Y dans X et W est un voisinage
de Y dans V (pour la topologie induite), alors W est aussi un voisinage de Y
dans X.

Une base de voisinages d’une partie Y ⊂ X est un ensemble V de parties
V ⊂ X tel que tout voisinage de Y contienne un élément de V. Notons que
toute base de voisinage V satisfait la propriété suivante :

(V) l’intersection d’un nombre fini d’éléments de V contient un élément
de V.

On dit que X est à bases dénombrables de voisinages (first countable en an-
glais) si tout point de X admet une base dénombrable de voisinages.

Exemple 1.1.17. Si X est un espace métrique, les boules ouvertes (resp.
fermées) centrées en un point x ∈ X forment une base de voisinages de x.
On peut de plus choisir le rayon rationnel, et tout espace métrique est donc à
bases dénombrables de voisinages.

Exercice 1.1.18. Si V est une base de voisinages d’un point x ∈ X, alors x
est adhérent à une partie Y ⊂ X ssi chaque V ∈ V intersecte Y . En déduire
que si X est à bases dénombrables de voisinages, alors un point x ∈ X est
adhérent à Y ssi x est la limite d’une suite (yn) de Y .

Exercice 1.1.19. Pour toute partie Y ⊂ X d’un espace topologique et tout
ouvert U ⊂ X, l’adhérence (resp. l’intérieur, resp. l’adhérence) de Y ∩ U en
tant que partie de U cöıncide avec Ȳ ∩ U (resp. Y̊ ∩ U , resp. ∂Y ∩ U).

Exercice 1.1.20. Si B est une base de la topologie de X, les éléments de B

contenant un point x ∈ X donné forment une base de voisinages de x.

En particulier, tout espace à base dénombrable est a fortiori à bases
dénombrables de voisinages.

Remarque 1.1.21. Au vu l’exercice 1.1.12, on pourrait être tenté de croire
que tout espace topologique X à bases dénombrables de voisinages et admet-
tant une suite dense est à base dénombrable ; l’exercice 1.6.4 montre que ceci
est faux en général.

Une topologie sur un ensemble X peut être définie via la donnée de bases
de voisinages de chacun des points de X :

Exercice 1.1.22. Soit X un ensemble, et supposons donné pour chaque x ∈ X
un ensemble Vx de parties V ⊂ X contenant x, et ayant la propriété (V) ci-
dessus. Il existe alors une unique topologie sur X telle que Vx soit, pour tout
x ∈ X, une base de voisinage de x.
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1.2 Connexité et séparation

Connexité

Un espace topologique X est connexe s’il ne peut être écrit comme union
disjointe de deux ouverts non-vides. De façon équivalente, X est connexe ssi
X et l’ensemble vide sont les seules parties dd X qui sont à la fois ouvertes et
fermées (on notera en particulier que l’ensemble vide est connexe !).

On dit à l’opposé que X est totalement discontinu si les seules parties
connexes non-vides de X sont les singletons.

Exercice 1.2.1. Si f : X → Y est une application continue entre espaces
topologiques, alors X connexe =⇒ f(X) connexe.

Exercice 1.2.2. Si un espace topologique X est réunion de deux parties
connexes non-disjointes, alors X est connexe.

Il découle de cet exercice qu’on définit une relation d’équivalence sur un
espace topologique X en posant x ∼ y ssi x et y appartiennent à une même
partie connexe de X. Les classes d’équivalence sont les parties connexes maxi-
males de X, appelées composantes connexes de X. L’ensemble des compo-
santes connexes est noté π0(X).

Exercice 1.2.3. L’adhérence d’une partie connexe Y d’un espace topologique
X reste connexe.

Les composantes connexes de X sont donc fermées. Elles ne sont en re-
vanche pas ouvertes en général, par exemple si X est totalement discontinu
sans être discret.

Exemple 1.2.4. L’espace de Cantor X = {0, 1}N est un espace totalement
discontinu et parfait, i.e. sans point isolé. Il est de plus compact et à base
dénombrable, et on montre réciproquement que tout espace topologique ayant
ces propriétés est homéomorphe à l’espace de Cantor.

Exercice 1.2.5. Muni de la topologie quotient, l’ensemble π0(X) des com-
posantes connexes d’un espace topologique est totalement discontinu, et il est
discret ssi les composantes connexes de X sont ouvertes.

Un groupe topologique G est un groupe muni d’une topologie pour laquelle
la multiplication et l’inversion sont continues. Notons que tout groupe G est
un groupe topologique pour la topologie discrète.

Exercice 1.2.6. On appelle composante neutre G0 d’un groupe topologique G
la composante connexe de e. Montrer qu’elle satisfait les propriétés suivantes :

(i) G0 est un sous-groupe fermé distingué ;
(ii) l’application quotient G→ π0(G) induit un homéomorphisme G/G0 '

π0(G).
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Un espace X est localement connexe si tout point admet une base de
voisinages connexes. Les composantes connexes d’un tel espace sont ouvertes
(et fermées).

Exercice 1.2.7. Montrer que tout point d’un espace localement connexe admet
une base de voisinages ouverts et connexes.

Exercice 1.2.8. Pour un espace X localement connexe, sont équivalentes :
(i) X est à base dénombrable ;
(ii) chaque composante connexe de X est à base dénombrable, et π0(X)

est au plus dénombrable.

On notera que l’espace de Cantor (qui n’est pas localement connexe !), bien
qu’à base dénombrable, admet un ensemble non-dénombrable de composantes
connexes.

Exercice 1.2.9. Soit X un espace connexe, et (Ui) un recouvrement ouvert.
Etant donné x0 ∈ X et Ui0 contenant x0, montrer que tout x ∈ X appartient
au dernier ouvert Uin d’une châıne Ui1 , . . . , Uin, i.e. une suite finie d’ouverts
tels que Uik ∩ Uik+1

6= ∅ pour 0 ≤ k < n.

Séparation et recollement

On dira que deux parties disjointes Y, Y ′ ⊂ X d’un espace topologique
peuvent être séparées si elles admettent deux voisinages disjoints.

L’espace X dit est séparé (Hausdorff en anglais) si toute paire de points
distincts de X peut être séparée.

Exemple 1.2.10. Tout espace métrique est séparé.

Exercice 1.2.11. Un groupe topologique est séparé ssi l’élément neutre est
fermé.

Exercice 1.2.12. Un espace topologique X est séparé ssi la diagonale

∆X := {(x, x) | x ∈ X}

est fermée dans X.

Exercice 1.2.13. Les deux propriétés suivantes d’un espace topologique X
sont équivalentes :

(i) les points et les fermés de X peuvent être séparés ;
(ii) tout point de X admet une base de voisinages fermés ;
(ii) pour tout x ∈ X et V ⊂ X voisinage de x, il existe un ouvert U ⊂ X

tel que x ∈ U ⊂ V .

Remarque 1.2.14. On dit d’un espace séparé X satisfaisant ces propriétés
qu’il est régulier, et qu’il est normal si on peut de plus séparer toute paire de
fermés disjoints ; c’est le cas de tout espace métrique.
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Définition 1.2.15. On appelle donnée de recollement la donnée suivante :

(i) une famille (Xi)i∈I d’espaces topologiques ;
(ii) des ouverts Xij ⊂ Xi, i, j ∈ I ;
(iii) des homéomorphismes φij : Xij ' Xji, tels que φii = id et satisfaisant

la relation de cocycle

φij ◦ φjk = φik sur Xki ∩Xkj .

On définit alors le recollement des Xi le long de leurs ouverts communs Xij

comme le quotient X de l’union disjointe des Xi par x ∈ Xij ∼ φij(x) ∈ Xji

(qui est une relation d’équivalence grâce à la relation de cocycle).

Exercice 1.2.16. Pour chaque i, la restriction du quotient φi : Xi → X est
un homéomorphisme sur un ouvert Ui de X, qui envoie Xij sur Ui ∩ Uj, et
φij = φ−1

j ◦ φi.

Cette procédure produit souvent des espaces non-séparés :

Exemple 1.2.17. La droite à deux origines R̃ est obtenue en recollant de
deux copies de R identifiées le long de R×. Elle possède deux points 0, 0′ ∈ R̃
non-séparés, et R̃ \ {0, 0′} ' R×.

Le critère suivant précise ce phénomène :

Exercice 1.2.18. Montrer qu’un recollement X comme ci-dessus est séparé
ssi chaque Xi est séparé et l’image diagonale de chaque Xij dans Xi ×Xj est
fermée.

1.3 Applications ouvertes et fermées

Une application f : X → Y entre espaces topologiques est dite ouverte
(resp. fermée) si l’image de tout ouvert (resp. fermé) est ouvert (resp. fermé).

Exercice 1.3.1. Une application f : X → Y entre espaces topologiques est
ouverte ssi pour tout x ∈ X et tout voisinage V de x, f(V ) est un voisinage
de f(x).

On voit ainsi que l’ouverture est une propriété de �surjectivité locale après
perturbation� : si x et y satisfont f(x) = y, alors tout y′ proche de y admet
une solution de f(x′) = y′ avec x′ proche de x.

Exercice 1.3.2. Pour toute famille (Xi) d’espaces topologique, la projection
de
∏
iXi sur chacun de ses facteurs est ouverte.

Exemple 1.3.3. La première projection R2 → R n’est pas fermée : elle envoie
l’hyperbole {xy = 1} sur R×.
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Proposition 1.3.4 (Continuité des fibres). Une application f : X → Y entre
espaces topologiques est fermée ssi, pour tout y ∈ Y et tout voisinage U ⊂ X
de la fibre f−1(y), il existe un voisinage V ⊂ Y de y tel que f−1(V ) ⊂ U .

On peut donc voir la fermeture comme une condition de continuité des
fibres (cf. exercice 1.6.3).

Démonstration. On suppose f fermée, et on se donne y ∈ Y et un voisinage
U ⊂ X de f−1(y). Quitte à remplacer U pas son intérieur, on peut le supposer
ouvert. Alors f(X \U) est fermé dans Y , et V := Y \ f(X \U) est un ouvert
de Y dont on vérifie aisément qu’il contient y et satisfait f−1(V ) ⊂ U .

Réciproquement, étant donné un fermé F de X, X \ F est un voisinage
de f−1(y) pour chaque y ∈ Y \ f(F ). L’hypothèse montre donc que Y \ f(F )
contient un voisinage de y, ce qui implique que f(F ) est fermé.

Exercice 1.3.5. Soit f : X → Y une application continue.

(i) f est un homéomorphisme sur un fermé (resp. un ouvert) de Y ssi f
est injective et fermée (resp. ouverte).

(ii) f est homéomorphisme local ssi elle est ouverte et localement injective.

Exercice 1.3.6. Si une application continue surjective π : X → Y est ou-
verte ou fermée, alors la topologie de Y cöıncide avec la topologie quotient
(cf. exercice 1.1.3).

Exercice 1.3.7. On pose K = R ou C, et on considère une application linéaire
surjective α : V →W entre K-espaces vectoriels topologiques.

(i) Montrer que α ouverte implique α surjective, et établir la réciproque
lorsque V,W sont de dimension finie.

(ii) Montrer que α est fermée ssi c’est un isomorphisme sur un sous-espace
fermé de W . On pourra considérer une �hyperbole� xv+x−1v′, x ∈ K×
avec v, v′ ∈ V bien choisis.

Le théorème de l’application ouverte donne plus généralement la direction
réciproque dans (i) si V,W sont des espaces de Banach (ou même de Fréchet).

1.4 Espaces localement compacts

Espaces compacts

Un espace topologique X est quasi-compact si tout recouvrement ouvert
de X admet un sous-recouvrement fini.

Exercice 1.4.1. Si X est quasi-compact, tout fermé de X et toute image de
X par une application continue est quasi-compact.
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Exercice 1.4.2. Soient X1, . . . , Xn des espaces topologiques, et Ki ⊂ Xi des
parties quasi-compactes, i = 1, . . . , n. Montrer que les produits

∏
i Vi avec

Vi ⊂ Xi voisinage de Ki forment une base de voisinages de
∏
iKi dans

∏
iXi.

Exercice 1.4.3. Si X,K sont des espaces topologiques avec K quasi-compact,
alors la projection K ×X → X est fermée.

Exercice 1.4.4. Si X est quasi-compact à bases dénombrables de voisinages,
alors toute suite de X admet une sous-suite convergente.

La réciproque est vraie dans un espace métrique (théorème de Bolzano-
Weierstrass).

Exercice 1.4.5. Si X est un espace séparé, tout partie (quasi-)compacte Y ⊂
X est fermée.

Ceci est en général faux pour un espace non-séparé, puisqu’un point de X,
bien que compact, n’est alors pas nécessairement fermé (et peut même être
dense !). Pour cette raison, on définit un espace topologique compact comme
un espace topologique quasi-compact et séparé 1.

Exercice 1.4.6. Si une famille de compacts (Ki) d’un espace topologique X
a une intersection vide, alors c’est déjà le cas pour une sous-famille finie.

Exercice 1.4.7. Dans un espace séparé X, toute paire de compacts disjoints
peut être séparée.

Rappelons enfin le résultat fondamental suivant, même si nous n’en aurons
pas directement l’usage dans ce cours.

Théorème 1.4.8 (Théorème de Tykhonov). Un produit arbitraire d’espaces
(quasi-)compacts est (quasi-)compact.

Pour une famille dénombrable d’espaces métriques compacts, la preuve
procède par extraction diagonale. Dans le cas général, le même argument
fonctionne encore en remplaçant les suites par des filtres (voir par exemple
[Bou]).

Espaces localement compacts

Un espace topologique X est localement compact s’il est séparé 2 et si
tout point de X admet une base de voisinages compacts (cette formulation
illustrant au passage l’intérêt d’autoriser les voisinages à ne pas être ouverts).

1. Il s’agit de la convention bourbakiste ; la terminologie anglo-saxone est différente,
�compact� en anglais signifiant en général seulement �quasi-compact� dans la présente
terminologie.

2. Même remarque que pour 1.
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Proposition 1.4.9. Tout espace compact X est localement compact.

Démonstration. Il s’agit de voir que tout point de X admet une base de voi-
sinages fermés. D’après l’exercice 1.2.13, ceci équivaut au fait que les points
et les fermés de X peuvent être séparés, ce qui découle de l’exercice 1.4.7.

Corollaire 1.4.10. Un espace séparé est localement compact dès que chaque
point admet un voisinage compact.

Exercice 1.4.11. Dans un espace localement compact X, toute partie com-
pacte K ⊂ X admet une base de voisinages compacts.

La topologie d’un espace localement compact est déterminée par ses parties
compactes, au sens suivant :

Exercice 1.4.12. Une partie Y ⊂ X d’un espace localement compact est
fermée ssi, pour tout compact K ⊂ X, Y ∩K est fermée dans K.

Remarque 1.4.13. Cette propriété est aussi vraie pour n’importe quel espace
métrique, cf. exercice 1.6.12.

Exercice 1.4.14. Soit f : X → Y une surjection continue et ouverte entre
espaces localement compacts. Montrer que tout compact de Y est de la forme
f(K) avec K ⊂ X compact.

Exercice 1.4.15. Un espace vectoriel normé est localement compact ssi il est
de dimension finie.

Parties localement fermées

Une partie Y ⊂ X d’un espace topologique est localement fermée si tout
y ∈ Y admet un voisinage V dans X tel que V ∩ Y est fermé dans V .

Exercice 1.4.16. Pour un partie Y d’un espace topologique X, les propriétés
suivantes sont équivalentes :

(i) Y est localement fermée ;
(ii) Y est fermée dans un ouvert de X ;
(iii) Y est ouverte dans un fermé de X ;
(iv) Y est l’intersection d’un ouvert et d’un fermé de X.

Exercice 1.4.17. Soit Y une partie d’un espace topologique séparé X.

(i) Si Y est localement compacte, Y est localement fermée dans X.
(ii) Réciproquement, si X est localement compact et Y est localement

fermée, Y est localement compacte.

En particulier, chaque composante connexe d’un espace localement com-
pact X, étant fermée, est elle-même localement compacte.
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Compactifié d’Aleksandrov

Dans ce qui suit, X est un espace localement compact. Le compactifié
d’Aleksandrov de X (aussi appelé one-point compactification en anglais) est
l’ensemble X̄ := X ∪ {∞} (où ∞ désigne un point n’appartenant pas à X),
muni de la topologie pour laquelle X est un ouvert et les ensembles de la forme
(X \K) ∪ {∞} avec K ⊂ X compact forment une base de voisinages de ∞.

Exercice 1.4.18. Décrire les ouverts de X̄. En utilisant l’exercice 1.4.6, mon-
trer que X̄ est compact.

Exercice 1.4.19. Montrer que X est un ouvert dense de X̄, sauf si X est
déjà compact, auquel cas ∞ est un point isolé de X̄.

Exercice 1.4.20. Si x ∈ K est un point d’un espace compact, alors K est
homéomorphe au compactifié d’Aleksandrov de K \ {x}.

Exemple 1.4.21. La sphère Sn est le compactifié d’Aleksandrov de Rn (cf. exer-
cice 2.4.1).

Espaces dénombrables à l’infini

Un espace localement compactX est dénombrable à l’infini (ou σ-compact)
si X s’écrit comme réunion dénombrable de compacts.

Exemple 1.4.22. Un espace discret X est dénombrable à l’infini ssi X est
dénombrable.

En pratique, on utilise la dénombrabilité à l’infini sous la forme suivante :

Proposition 1.4.23. Un espace localement compact X est dénombrable à
l’infini ssi il admet une suite exhaustive de compacts, i.e. une suite croissante
de compacts (Kn)n∈N tels que Kn ⊂ K̊n+1 et X =

⋃
nKn.

Démonstration. On suppose X réunion d’une suite de compacts Ln ⊂ X, et on
construit une suite exhaustive (Kn) par récurrence en posant K0 := L0, et en
définissant Kn+1 comme un voisinage compact de Kn∪Ln (cf. exercice 1.4.11).

Exercice 1.4.24. Si X est localement compact et dénombrable à l’infini, alors
X satisfait la propriété de Lindelöf : tout recouvrement ouvert de X admet un
sous-recouvrement au plus dénombrable.

Exercice 1.4.25. Un espace localement compact X est dénombrable à l’infini
ssi le point à l’infini de son compactifié d’Aleksandrov X̄ admet une base
dénombrable de voisinages.
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Exemple 1.4.26. SoitK un espace compact non-réduit à un point. Le théorème
de Tykhonov garantit que l’espace M = KR des applications R→ K muni de
la topologie de la convergence simple est compact, et l’exercice 1.6.5 montre
qu’une application constante f ∈ M ne peut admettre de base dénombrable
de voisinages dans M . Puisque M est homéomorphe au compactifié d’Aleksan-
drov de X := M \{f} (cf. exercice 1.4.18), on en déduit que X est localement
compact mais pas dénombrable à l’infini.

Exercice 1.4.27. Un espace X localement compact est à base dénombrable
ssi X est dénombrable à l’infini et localement à base dénombrable.

Exemple 1.4.28. Soit X une variété topologique, i.e. un espace séparé loca-
lement homéomorphe à un ouvert de Rn. Alors X est à base dénombrable ssi
elle est dénombrable à l’infini.

Ensembles limites

L’ensemble limite d’une application continue f : X → Y entre espace
localement compacts est défini comme le fermé

L(f) :=
⋂
K⊂X

f(X \K) ⊂ Y.

Exercice 1.4.29. Si X est dénombrable à l’infini et Y est à bases dénombrables
de voisinages, L(f) consiste en l’ensemble des y ∈ Y de la forme y = lim f(xn)
où (xn) est une suite de X tendant vers l’infini.

Théorème 1.4.30. Une application continue injective f : X → Y entre
espaces localement compacts est un homéomorphisme sur son image ssi son
ensemble limite L(f) n’intersecte pas f(X), qui est alors localement fermé
dans Y .

Démonstration. Si f est un homéomorphisme sur son image, alors f(X) est
localement compact, et donc localement fermé dans Y . De plus, tout x ∈ X
admet un voisinage compact K ⊂ X ; f(K) est alors un voisinage de y =
f(x) dans f(X), donc f(K) = V ∩ f(X) avec V voisinage de y dans X, et
l’injectivité de f montre que V ne rencontre pas f(X \K). Le point y n’est
donc pas adhérent à f(X \K), et on conclut f(X) ∩ L(f) = ∅.

Supposons réciproquement cette dernière condition satisfaite. Etant donné
un fermé F ⊂ X, il s’agit de montrer que f(F ) est fermé dans f(X), ce qui
revient à f(F ) = f(F )∩ f(X), où l’adhérence est prise dans Y . Puisque L(f)
ne rencontre pas f(X), il suffit donc de montrer que tout point y ∈ f(F )\L(f)
appartient à f(F ). Par hypothèse, il existe K ⊂ X compact et un voisinage
V ⊂ Y de y ne rencontrant pas f(X \K). Puisque y est adhérent à f(F ), tout
voisinage W ⊂ V de y contient un point de la forme f(x) avec x ∈ F , et donc
aussi x ∈ K, par injectivité de f . Il en résulte que y est adhérent à f(F ∩K),
et donc y ∈ f(F ∩K) ⊂ f(F ), par compacité de K.
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Corollaire 1.4.31. Soit f : X → Y une application continue injective entre
espaces localement compacts, avec X dénombrable à l’infini. Alors f est un
homéomorphisme sur son image ssi il n’existe pas de suite (xn) de X tendant
vers l’infini et x ∈ X tels que f(xn)→ f(x).

Applications propres

On dit qu’une application continue f : X → Y entre espaces localement
compacts est propre si l’image réciproque de tout compact est compacte. C’est
automatiquement le cas lorsque X est compact.

Théorème 1.4.32. Pour une application continue f : X → Y entre espaces
localement compacts, les conditions suivantes sont équivalentes :

(i) f est propre ;
(ii) l’ensemble limite L(f) est vide ;
(iii) f s’étend en une application continue entre les compactifiés d’Alek-

sandrov X̄ → Ȳ (i.e. �f tend vers l’infini à l’infini�) ;
(iv) f est fermée et à fibres compactes.

Démonstration. L’équivalence entre (i), (ii) et (iii) est aisée, et laissée en exer-
cice. Pour établir (i)⇐⇒(iv), supposons d’abord f propre. Chaque fibre est
alors compacte, en tant qu’image réciproque d’un compact. D’après l’exer-
cice 1.4.12, pour voir que f est fermée, il suffit de vérifier que f(F )∩K est com-
pact pour tout fermé F ⊂ X et tout compact K ⊂ Y , ce qui résulte de la �for-
mule de projection� f(F )∩K = f(F ∩f−1(K)). Supppsons réciproquement f
fermée à fibres compactes. Soit K ⊂ Y un compact, et (Ui)i∈I une famille d’ou-
verts de X recouvrant f−1(K). Pour chaque y ∈ K, on peut trouver Iy ⊂ I
fini tel que f−1(y) ⊂

⋃
i∈Iy Ui, par compacité. Puisque f est fermée, y admet

de plus un voisinage ouvert Vy ⊂ Y tel que f−1(Vy) ⊂
⋃
i∈Iy Ui, d’après l’exer-

cice 1.3.1. Par compacité de K, il existe A ⊂ K fini tel que K ⊂
⋃
y∈A Vy,

ce qui donne f−1(K) ⊂
⋃
i∈J Ui avec J :=

⋃
y∈A Iy ⊂ I fini. Ceci établi la

compacité de f−1(K), et achève la preuve de (i)⇐⇒(iv).

Corollaire 1.4.33. Si X est dénombrable à l’infini, f : X → Y est propre ssi
f(xn)→∞ pour toute suite (xn) de X tendant vers l’infini.

Remarque 1.4.34. Une application continue à fibres compactes n’est pas
nécessairement propre : si f : X → Y est propre, sa restriction X\f−1(y)→ Y
avec y ∈ f(X) est à fibres compactes mais n’est pas propre ; elle l’est par contre
vue comme application X \ f−1(y)→ Y \ {y}.

De même, une application fermée n’est pas nécessairement propre : si X
et Y sont des espaces discrets, toute application f : X → Y est fermée, mais
f est propre ssi ses fibres sont finies.
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Exercice 1.4.35. Montrer que tout polynôme complexe non constant définit
une application propre P : C→ C, et qu’une fonction polynomiale P : Rn → R
est propre si sa partie homogène de degré maximal ne s’annule qu’en 0.

1.5 Actions de groupe et quotients

Action sur un ensemble

Soit G un groupe, d’élément neutre e. Une action de G sur un ensemble X
est la donnée d’un morphisme de groupes de G dans les permutations de X.
De façon équivalente, une action est la donnée d’une application G×X → X
(g, x) 7→ g · x telle que e · x = x et g · (h · x) = (gh) · x pour tous x ∈ X et
g, h ∈ G.

Exemple 1.5.1. Une action de Z sur X équivaut à la donnée d’un bijection
de X, et une action du groupe à deux éléments Z/2Z ' {±1} revient à se
donner une involution, i.e. une bijection de X égale à son inverse.

Exemple 1.5.2. Une représentation linéaire de G sur un espace vectoriel V
est une action par transformations linéaires, i.e. un morphisme G→ GL(V ).

L’orbite d’un point x ∈ X est le sous-ensemble

G · x = {g · x | g ∈ G},

et le stabilisateur de x est le sous-groupe

Gx := {g ∈ G | g · x = x}.

L’application d’orbite G→ X g 7→ g · x induit une bijection

G/Gx ' G · x.

On dit que l’action est libre si Gx = {e} pour tout x, i.e. si aucun élément de
g n’a de point fixe dans X, et on dit qu’elle est transitive si X est une orbite
de G.

La relation x ∼ g · x est une relation d’équivalence, dont les classes
d’équivalence sont précisément les orbites de G dans X ; on note

π : X → X/G

le quotient associé.
On introduit enfin le graphe de l’action comme l’application

ρ : G×X → X ×X

telle que ρ(g, x) = (x, g · x). Notons que deux points x, x′ ∈ X sont dans la
même orbite ssi (x, x′) est dans l’image de ρ.
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Action sur un espace topologique

On suppose que X est un espace topologique, sur lequel un groupe G agit
par homéomorphismes, i.e. x 7→ g · x est continue pour tout g ∈ G. On munit
X/G de la topologie quotient, pour laquelle une partie U ⊂ X/G est ouverte
ssi π−1(U) est ouvert (exercice 1.1.3).

Exercice 1.5.3. L’application quotient π : X → X/G est ouverte.

L’espace des orbites X/G n’est en général pas séparé ; cette dernière condi-
tion implique en effet que les orbites de G dans X sont fermées, et les exemples
où tel n’est pas le cas abondent, même pour X et G très raisonnables (en don-
ner un !).

Exercice 1.5.4. Pour toute action d’un groupe G sur un espace topologique
X, les propriétés suivantes sont équivalentes :

(i) l’espace quotient X/G est séparé ;
(ii) deux points x, y ∈ X tels que y /∈ G · x admettent des voisinages U, V

tels que G · U ∩ V = ∅ ;
(iii) l’image du graphe ρ : G×X → X ×X de l’action est fermé.

Action d’un groupe topologique

On dit qu’un groupe topologique G agit continûment sur un espace topo-
logique X si l’application d’action G×X → X est continue. Pour un groupe
muni de la topologie discrète, ceci revient à demander comme ci-dessus la
continuité de x 7→ g · x pour chaque g ∈ G.

Définition 1.5.5. Une action continue d’un groupe topologique G sur un
espace topologique X est dite fermée si le graphe ρ : G × X → X × X de
l’action est une application fermée.

La restriction de l’action à tout sous-groupe fermé de G reste alors. Par
ailleurs, l’exercice 1.2.12 implique :

Exemple 1.5.6. L’action du groupe trivial {e} sur un espace X est fermée
ssi X est séparé.

Il en résulte qu’un groupe topologique séparé ne peut admettre une action
fermée sur un espace X que si ce dernier est séparé.

Exercice 1.5.7. Si G est un groupe topologique, l’action sur G de tout sous-
groupe H par translation à gauche est fermée.

Exercice 1.5.8. Toute action continue d’un groupe compact (e.g. fini) G sur
un espace séparé X est fermée (utiliser l’exercice 1.4.3).
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Proposition 1.5.9. Toute action fermée d’un groupe topologique G sur un
espace topologique X satisfait les propriétés suivantes :

(i) le quotient X/G est séparé ;
(iii) pour tout point fermé x ∈ X, l’orbite G ·x est fermée, et l’application

d’orbite induit un homéomorphisme G/Gx ' G · x ;
(ii) pour tout x ∈ X et tout voisinage V ⊂ G du stabilisateur Gx, il existe

un voisinage U ⊂ X de x tel que tout g ∈ G avec (g · U) ∩ U 6= ∅ soit
dans V .

Démonstration. (i) est une conséquence directe de l’exercice 1.5.4. Si x ∈ X
est un point fermé, G×{x} est fermé dans G×X. La restriction de ρ à G×{x}
induit donc une application fermée G ' G×{x} → X×{x} ' X, qui cöıncide
avec l’application d’orbite. On en déduit que son image G ·x est fermée, et que
G/Gx → G · x est bijective, continue et fermée, donc un homéomorphisme, ce
qui montre (ii).

Pour (iii), on observe que ρ−1(x, x) = Gx × {x}. Puisque V × X est un
voisinage de ρ−1(x, x), l’exercice 1.3.1 donne l’existence d’un voisinage U ⊂ X
de x tel que ρ−1(U × U) ⊂ V ×X, ce qui équivaut à (g · U) ∩ U 6= ∅ =⇒ g ∈
V .

Corollaire 1.5.10. Soit G un groupe discret agissant librement sur un espace
X. Si l’action est fermée, alors π : X → X/G est un homéomorphisme local.

Démonstration. Pout tout x ∈ X, Gx = {e} est ouvert dans G, et la proposi-
tion 1.5.9 fournit donc un voisinage ouvert U ⊂ X tel que g · U ∩ U 6= ∅ =⇒
g = e. Ceci implique que π|U est injective, et donc un homéomorphisme de U
sur un ouvert de X/G, puisque π est ouverte (cf. exercice 1.5.3).

Le cas localement compact

On suppose désormais que G est un groupe localement compact agissant
continûment sur un espace topologique X, également supposé localement com-
pact.

Définition 1.5.11. On dit que l’action de G sur X est propre si le graphe
ρ : G×X → X ×X est une application propre.

Exercice 1.5.12. Pour toute partie A ⊂ X, on pose

GA := {g ∈ G | g ·A ∩A 6= ∅} .

(i) Pour tout compact K ⊂ X, montrer que GK est fermé dans G.
(ii) Montrer que l’action de G sur X est propre ssi GK est compact pour

tout K ⊂ X compact. En particulier, le stabilisateur de tout point est
alors compact.
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(iii) On suppose de plus X dénombrable à l’infini, et on se donne une
suite exhaustive de compacts (Kn) (cf. proposition 1.4.23). Montrer
qu’il suffit alors de vérifier (ii) pour les Kn.

Théorème 1.5.13. Toute action propre d’un groupe localement compact G
sur un espace localement compact X vérifie les propriétés suivantes :

(i) l’espace des orbites X/G est localement compact, et il est compact ssi
il existe K ⊂ X compact tel que G ·K = X ;

(ii) pour tout x ∈ X, le stabilisateur Gx est compact, l’orbite G · x est
fermée, et l’application d’orbite induit un homéomorphisme G/Gx '
G · x.

Démonstration. D’après le théorème 1.4.32, une action propre est en parti-
culier fermée, et la proposition 1.5.9 montre donc que X/G est séparé, ainsi
que (ii). Puisque π : X → X/G est ouverte, elle envoie de plus un voisinage
compact K d’un point donné x ∈ X sur un voisinage compact de π(x) ∈ X/G,
ce qui montre que X/G est localement compact.

Si K ⊂ X compact satisfait G ·K = X, alors π(K) = X/G est compact.
La réciproque résulte de l’exercice 1.4.14.

Corollaire 1.5.14. Pour tout sous-groupe fermé H de G, le quotient G/H
est un espace localement compact.

On dit qu’un groupe G (sans topologie) agit proprement discontinûment
sur X si l’action de G est propre en tant que groupe discret. D’après l’exer-
cice 1.5.12, ceci revient à dire que GK est fini pour tout compact K ⊂ X.

Corollaire 1.5.15. Soit G un groupe agissant proprement discontinûment
et librement sur un espace localement compact X. Alors X/G est localement
compact, et l’application quotient π : X → X/G est un homéomorphisme local.

Démonstration. Le premier point découle du théorème 1.5.13, et le second du
corollaire 1.5.10.

Exercice 1.5.16. En utilisant le théorème 1.4.32, vérifier que l’action de G
sur X est propre ssi elle est fermée et à stabilisateurs compacts. En particulier,
�propre� et �fermée� sont synonymes pour une action libre.

Compléments

On considère à nouveau une action continue d’un groupe localement com-
pact G sur un espace localement compact. L’application d’orbite d’un point
x ∈ X induit une bijection continue G/Gx ' G · x, qui n’est en général pas
un homéomorphisme. D’après le corollaire 1.5.14, ceci ne peut en effet avoir
lieu que si G · x est localement compacte, et donc localement fermée dans X
(exercice 1.4.17). Réciproquement, on a le
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Théorème 1.5.17. Si G est dénombrable à l’infini, alors l’application d’orbite
d’un point donné x ∈ X induit un homéomorphisme G/Gx ' G · x ssi l’orbite
G·x est localement fermée dans X. En particulier, G/Gx ' X dès que l’action
est transitive.

L’action par translation de G = R vu comme groupe discret sur la droite
X = R montre qu’on ne peut se passer de l ’hypothèse de dénombrabilité à
l’infini.

Lemme 1.5.18. Tout espace localement compact X satisfait le lemme de
Baire, i.e. une intersection dénombrable d’ouverts denses de X est dense.

Démonstration. On peut essentiellement suivre l’argument habituel dans le
cas métrique complet. Soit (Un) une suite d’ouverts denses de X, et V ⊂ X
un ouvert. On peut trouver x1 ∈ V ∩U1, qui admet un voisinage V1 b V ∩U1,
puis x2 ∈ V1 ∩ U2 avec un voisinage V2 b V1 ∩ U2, etc.. On produit ainsi
une suite décroissante de compacts non-vides V̄n contenus dans V ∩ Un, dont
l’intersection fournit un point dans V ∩

⋂
n Un.

Preuve du théorème 1.5.17. On a déjà observé que G/Gx ' G·x implique que
cette dernière est localement fermée. Pour la réciproque, on peut remplacer
X par G · x et supposer que l’action est transitive. Etant donné un voisinage
V ⊂ G de e, il s’agit de montrer que V · x est un voisinage de x dans X. Par
continuité de la multiplication dans G, on peut trouver un voisinage compact
K ⊂ G de e tel que K−1K ⊂ V . D’après l’exercice 1.4.24, G satisfait la
propriété de Lindelöf ; le recouvrement ouvert (gK̊)g∈G admet donc un sous-
recouvrement dénombrable, et on peut ainsi trouver une suite (gn) de G telle
que G =

⋃
n gnK.

On a alors X =
⋃
gnK · x, et le lemme de Baire implique que gnK · x

est d’intérieur non-vide pour un certain n. Par conséquent, K · x est aussi
d’intérieur vide, i.e. un voisinage de g · x pour un g ∈ K, et g−1K · x ⊂
K−1K · x ⊂ V · x est donc un voisinage de x.

L’hypothèse de dénombrabilité à l’infini sur G n’est pas très contraignante.
On a en effet :

Lemme 1.5.19. Tout groupe localement compact G avec π0(G) au plus dénombrable
est dénombrable à l’infini.

Démonstration. Il suffit de montrer que la composante neutreG0 est dénombrable
à l’infini, puisque toute composante connexe de G, étant un translaté de G0,
sera alors elle aussi dénombrable à l’infini. Si K ⊂ G0 est un voisinage compact
de e, le sous-groupe H de G0 engendré par K est clairement réunion au plus
dénombrable de compacts. Puisque H contient K, il contient aussi hK pour
tout h ∈ H, ce qui montre que H est ouvert dans G0. Son complémentaire
étant une réunion de translatés de H, H est aussi fermé, et donc G0 = H est
dénombrable à l’infini.
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1.6 Exercices

Exercice 1.6.1. Montrer que tout espace topologique X à base dénombrable
satisfait la propriété de Lindelöf : tout recouvrement ouvert de X admet un
sous-recouvrement au plus dénombrable.

Exercice 1.6.2. Si X est un espace topologique, vérifier que les ensembles
de la forme VU := {B ∈ P(X) | B ⊂ U} forment la base d’une topologie sur
l’ensemble P(X) des parties de X. Montrer de plus qu’elle n’est séparée que
si X est réduit à un point.

Exercice 1.6.3. Montrer qu’une application continue f : X → Y est fermée
ssi l’application Y → P(X) définie par y 7→ f−1(y) est continue pour la topo-
logie de P(X) définie ci-dessus.

Exercice 1.6.4. On appelle droite de Sorgenfrey l’espace topologique RSor ob-
tenu en munissant l’ensemble R de la topologie de �convergence par la droite�,
pour laquelle les intervalles demi-ouverts [x, x+ ε) forment une base de voisi-
nage de x (cf. exercice 1.1.22). Montrer que RSor est à bases dénombrables de
voisinages, séparable, mais que sa topologie n’est pas à base dénombrable. En
particulier, RSor n’est pas métrisable.

Exercice 1.6.5. Soit X un espace topologique séparé contenant au moins
deux points et I un ensemble non-dénombrable. Montrer que les applications
constantes n’admettent pas de base de voisinage dénombrable dans XI .

Exercice 1.6.6 (Ruban de Möbius). Montrer que la transformation affine A
de R2 définie par

A(t, x) = (t+ 1,−x)

engendre une action proprement discontinue et libre de Z sur R2. Le quotient
M s’appelle ruban de Möbius. Est-il compact ?

Exercice 1.6.7 (Ruban de Möbius à bord). Montrer que l’action de Z induite
par A sur R×[−1, 1] est elle aussi proprement discontinue et sans point fixe, et
se convaincre que le quotient correspond à la construction bien connue qu’on
obtient avec un ruban de papier. Est-il compact ?

Exercice 1.6.8 (Bouteille de Klein). Montrer que A induit une action pro-
prement discontinue et sans point fixe de Z sur le cylindre R×(R/Z) ' R×S1,
et que le quotient K, appelé bouteille de Klein, est compact.

Les 3 constructions précédentes se généralisent comme suit :

Exercice 1.6.9 (Tore de suspension). Soit φ : F → F un homéomorphisme
d’un espace topologique séparé F .
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(i) Montrer que l’action de Z sur R×F engendrée par l’homéomorphisme
(t, x) 7→ (t+ 1, φ(x)) est libre et fermée.
L’espace quotient Mφ est appelé tore de suspension (mapping torus en
anglais) de φ.

(ii) Montrer que la projection R × F → R induit une surjection continue
π : Mφ → R/Z ' S1, dont les fibres sont toutes homéomorphes à F .

Exercice 1.6.10. Soit V ' Kr un espace vectoriel de dimension finie sur K =
R ou C, G un sous-groupe fermé de GL(V ) ' GL(r,K), et supposons que G
agisse continûment sur un espace localement compact X. Montrer que l’action
de G est propre ssi, pour tout compact K ⊂ X, GK = {g ∈ G | gK ∩K 6= ∅}
is borné dans le K-espace vectoriel End(V ) ∼ Kr2 (pour l’une quelconque de
ses normes, celles-ci étant toutes équivalentes).

Exercice 1.6.11. On dit qu’une action d’un groupe localement compact G
sur un espace séparé X est propre au sens de Palais si pour tous x, x′ ∈ X on
peut trouver des voisinages V, V ′ de x, x′ tels que {g ∈ G | gV ∩ V ′ 6= ∅} soit
relativement compact dans G. Montrer que cette propriété équivaut au fait que
l’action est fermée et à stabilisateurs Gx compacts.

Exercice 1.6.12 (k-espaces). Un espace topologique X est un k-espace si sa
topologie est déterminée par les applications continues f : K → X avec K
compact, i.e. une partie Y ⊂ X est fermé ssi f−1(Y ) est fermé pour toute
telle application f .

(i) Si X est séparé, montrer que X est un k-espace ssi sa topologie est
determinée par ses parties compactes.

(ii) Si (xn) est une suite convergente d’un espace topologique X, de limite
x, montrer que {xn | n ∈ N} ∪ {x} est quasi-compact. En déduire que
tout espace séparé à bases dénombrables de voisinages (e.g. tout espace
métrique) est un k-espace.

(iii) Montrer que tout quotient d’un espace localement compact est un k-
espace.

(iv) Montrer que le quotient de R qui écrase N sur un point (bouquet
dénombrable de cercles) n’est pas localement compact.

(v) Montrer que, pour tout k-espace X, on peut choisir un ensemble d’ap-
plications continues fi : Ki → X avec Ki compact dont les images
recouvrent X et telles que Y ⊂ X soit fermé ssi f−1

i (Y ) fermé pour
tout i (choisir, pour toute partie non-ouverte de X, une application
continue f : K → X qui la détecte).

(vi) En déduire que tout k-espace est le quotient topologique d’un espace
localement compact.

Exercice 1.6.13 (Applications propres, cas général). Pour des espaces topo-
logiques arbitraires X,Y , on dit qu’une application continue f : X → Y est
propre si elle est fermée et à fibres quasi-compactes.
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(i) Si une application continue f : X → Y est propre, montrer que f−1(K)
est quasi-compact pour tout quasi-compact K ⊂ Y .

(ii) Montrer la réciproque de (i) si Y est un k-espace.
(iii) Montrer que la projection naturelle π : R̃ → R de la droite à deux

origines (exemple 1.2.17) est propre.
(iv) Montrer que toute application propre est universellement fermée, i.e.

pour tout espace topologique Z, l’application induite f × idZ : X×Z →
Y × Z est fermée.

(v) Montrer la réciproque de (iii) lorsque X et Y sont localement com-
pacts. On pourra pour ce faire introduire le compactifié d’Aleksandrov
Z d’une fibre de f .

D’après [Bou, I.10.2], (v) est en fait valable pour des espaces topologiques
X,Y quelconques.

Espaces projectifs

On pose K = R ou C, et on se donne un K-espace vectoriel V , de dimension
finie n. On rappelle que V possède une topologie canonique, pour laquelle tout
choix d’une base (e1, . . . , en) de V induit un homéomorphisme V ' Kn.

L’espace projectif P(V ) est défini comme l’ensemble des droites (vecto-
rielles) de V . Le groupe K× agit sur V \ {0} par homothéties, et l’application
π : V \ {0} → P(V ) qui envoie v sur la droite Kv induit une bijection

(V \ {0})/K× ' P(V ).

On munit P(V ) de la topologie quotient, de sorte qu’une partie U ⊂ P(V ) est
ouverte ssi π−1(U) est un ouvert de V . Il s’agit donc de la topologie la plus
fine pour laquelle π est continue.

Exercice 1.6.14. Montrer que l’action de K× sur V \ {0} est propre et libre,
et que P(V ) est compact.

Exercice 1.6.15. Montrer que l’application V → P(V ⊕K) qui envoie v sur la
droite engendrée par (v, 1) est un homéomorphisme de V sur le complémentaire
de P(V ) = P(V ⊕ {0}) ⊂ P(V ⊕K).

On appelle P(V ⊕K) la compactification projective de V , et P(V ) l’hyper-
plan à l’infini de P(V ⊕K)

Grassmanniennes

Pour tout entier 0 ≤ r ≤ n, on définit plus généralement la grassmannienne
Gr(r, V ) comme l’ensemble des sous-espaces vectoriels U ⊂ V de dimension
r. On note V r

0 ⊂ V r l’ensemble des r-uplets linéairement indépendants ~v =
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(v1, . . . , vr), et on munit Gr(r, V ) de la topologie la plus fine rendant continue
l’application

π : V r
0 → Gr(r, V )

définie par π(~v) = Vect(v1, . . . , vr).

Exercice 1.6.16. Montrer que V r
0 est ouvert dans V r.

Exercice 1.6.17. Le groupe GL(r,K) agit sur V r
0 par

g · (v1, . . . , vr) =

(∑
i

g1ivi, . . . ,
∑
i

grivi

)
.

Montrer que π induit un homéomorphisme V r
0 /GL(r,K) ' Gr(r, V ).

Exercice 1.6.18. Le groupe GL(V ) agit également sur V r
0 , via

a · (v1, . . . , vr) = (av1, . . . , avr).

Vérifier que cette action est transitive, qu’elle commute à celle de GL(r,K),
et qu’elle induit une action transitive de GL(V ) sur Gr(r, V ).

Exercice 1.6.19. Pour tout r-uplet ~v = (vi) ∈ V r
0 , montrer que l’application

d’orbite GL(V ) → V r
0 a 7→ a · ~v est ouverte, et en déduire que tout compact

de V r
0 est de la forme Q ·~v avec Q ⊂ GL(V ) compact. On pourra par exemple

s’appuyer sur les exercices 1.3.7 et 1.4.14.

Exercice 1.6.20. Utiliser l’exercice précédent pour montrer que l’action de
GL(r,K) sur V r

0 est propre.

Exercice 1.6.21. On fixe une norme sur V , euclidienne ou hermitienne
selon que K = R ou C. Montrer que le groupe des isométries Iso(V ) ⊂
GL(V ) agit transitivement sur Gr(r, V ), et conclure que Gr(r, V ) est com-
pacte, homéomorphe à l’espace quotient

Iso(V )/ Iso(U)× Iso(U⊥)

pour tout U ∈ Gr(r, V ).



Chapitre 2

Variétés

2.1 Atlas et variétés

Soit X un ensemble. Une carte (U, φ) de X est la donnée d’une partie
U ⊂ X et d’une injection φ : U → Rn dont l’image φ(U) est un ouvert de Rn.
On dit que la carte est centrée en x ∈ X si φ(x) = 0.

Deux cartes φ : U → Rn et ψ : V → Rp sont compatibles si φ(U ∩V ) ⊂ Rn
et ψ(U ∩ V ) ⊂ Rp sont ouverts et les applications de transition

ψ ◦ φ−1 : φ(U ∩ V )→ ψ(U ∩ V )

et
φ ◦ ψ−1 : ψ(U ∩ V )→ φ(U ∩ V )

sont lisses (i.e. de classe C∞). Les ouverts φ(U ∩ V ) ⊂ Rn et ψ(U ∩ V ) ⊂ Rp
sont alors difféomorphes, et on a donc n = p dès que U ∩ V est non-vide.

Un atlas sur X est une famille (Ui, φi) de cartes de X deux à deux com-
patibles telles que les Ui recouvrent X. La donnée d’un atlas détermine une
topologie sur X, pour laquelle U ⊂ X est ouvert ssi φi(U ∩ Ui) ⊂ Rni est
ouvert pour tout i.

Deux atlas (Ui, φi) et (Vj , ψj) sont équivalents si leurs cartes (Ui, φi),
(Vj , ψj) sont deux à deux compatibles ; la topologie associée est alors la même.

Définition 2.1.1. Une variété X est un ensemble muni d’une classe d’équivalence
d’atlas, telle que la topologie associée soit de plus séparée.

On ajoutera au chapitre 4 la condition supplémentaire de base dénombrable,
afin de contrôler la �taille� des variétés.

L’espace topologique sous-jacent à une variété est séparé, et localement
homéomorphe à Rn, i.e. une variété topologique. L’espace X est donc loca-
lement compact, localement connexe, et localement à base dénombrable. En
particulier, les composantes connexes de X sont ouvertes et connexes.

On définit une carte (U, φ) d’une variété X comme une carte ensembliste
comme ci-dessus, qui soit de plus compatible avec les cartes d’un (et donc

23
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de tout) atlas dans la classe d’équivalence donnée. La restriction (V, φ|V ) à
un ouvert V ⊂ U reste alors une carte. En pratique, on pense souvent à
une carte de X comme la donnée de coordonnées locales (x1, . . . , xn) sur un
ouvert U , qu’on appelle aussi ouvert de coordonnées. La collection de toutes
les cartes de X forme un atlas représentant la classe d’équivalence donnée,
et qui est clairement maximal pour cette propriété. En pratique, on ne fait
pas de distinction entre une classe d’équivalence d’atlas et son représentant
maximal.

La dimension d’une variété X en un point x ∈ X est l’entier dimxX tel que
toute carte contenant x arrive dans RdimxX . Par définition, la fonction x 7→
dimxX est localement constante, et donc constante sur chaque composante
connexe de X. Sauf mention du contraire, on supposera que X est purement
de dimension n, i.e. que chaque composante connexe de X est de dimension
n.

Soit f : X → Y une application continue entre variétés. Pour tout x ∈ X,
on peut trouver des cartes (U, φ) et (V, ψ) de X et Y contenant respectivement
x et f(x) et telles que f(U) ⊂ V . On dit que f est de classe Cr (ou localement
lipschitzienne, α-hölderienne, etc..) au voisinage de x si l’application induite
ψ ◦ f ◦ φ−1 a cette propriété au voisinage de φ(x). En particulier, un Cr-
difféomorphisme est une bijection de classe Cr dont l’inverse est aussi de
classe Cr.

Remarque 2.1.2. Pour tout r ∈ N, on peut définir de même une variété
de classe Cr en demandant que les applications de transition entre les cartes
d’un atlas soient de classe Cr. Mais dès que l’espace topologique sous-jacent
est �raisonnable� (à savoir à base dénombrable, hypothèse standard que nous
ferons systématiquement le temps venu), Whitney a montré qu’une variété Cr

avec r ≥ 1 est automatiquement lissable, i.e. Cr-difféomorphe à une variété
C∞, celle-ci étant de plus unique à C∞-difféomorphisme près (cf. théorème 9.2.3
plus bas). L’étude des variétés de classe Cr avec r ≥ 1 est ainsi essentiellement
équivalente à celle des variétés lisses (mais ceci ne vaut bien sûr pas pour les
applications entre de telles variétés !).

Pour r = 0, la situation est radicalement différente. Une variété topolo-
gique compacte (de dimension au moins 4) peut n’être homéomorphe à aucune
variété lisse (cf. [Kui67, Theorem 2] pour un exemple très explicite, donné
par une équation polynomiale de degré 8), et deux variétés lisses compactes
peuvent être homéomorphes sans être difféomorphes (�sphères exotiques� de
Milnor [Mil56]).

Définition 2.1.3. Etant donné deux variétés X,Y , on munit le produit X×Y
de la structure de variété pour laquelle les les produits de cartes de X et Y
forment une carte de X × Y .

Exercice 2.1.4. Montrer que les projections sur X et Y sont lisses, que toute
paire d’applications lisses f : Z → X et g : Z → Y induit une application lisse
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Z → X × Y , et que ceci caractérise de façon unique la structure de variété de
X × Y .

Remarque 2.1.5. Nous serons occasionnellement amenés à parler de variété
complexe X, qui est définie la donnée d’une classe d’équivalence d’atlas (Ui, φi)
dont les cartes sont à valeurs dans Cn = R2n, et telles que les différentielles
des applications de transition φi ◦ φ−1

j soient C-linéaires. Cette condition, qui
équivaut à l’équation de Cauchy-Riemann, implique que les applications de
transition sont en fait holomorphes, i.e. localement développables en série
entière, mais ceci ne jouera pas de rôle pour nous. Une variété complexe
possède une dimension complexe dimCX, égale à la moitié de sa dimension
réelle. Une variété complexe de dimension complexe 1 est appelée surface de
Riemann.

2.2 Espaces tangents

L’espace tangent TxX à une variété X en l’un de ses points x est un
R-espace vectoriel de dimension dimxX, qui constitue une linéarisation cano-
nique de X en ce point. Les espaces tangents sont construits par propagation
du cas des ouverts de Rn, en imposant simplement la formule habituelle pour
la dérivée d’une composée.

Théorème 2.2.1. A isomorphisme unique près, il existe une unique façon
d’associer à toute paire (X,x) formé d’une variété X et d’un point x ∈ X un
R-espace vectoriel TxX de dimension dimxX avec les propriétés suivantes :

1. fonctorialité : toute application lisse f : X → Y entre variétés induit
une application linéaire dxf : TxX → Tf(x)Y , et l’on a dx idX = idTxX
et dx(g ◦ f) = df(x)g ◦ dxf ;

2. localité : si ι : U ↪→ X est l’inclusion d’un ouvert contenant x, alors
dxι : TxU → TxX est un isomorphisme ;

3. compatibilité : pour tout x ∈ Rn, on a TxRn = Rn, et la différentielle
d’une application lisse entre ouverts euclidiens cöıncide avec la notion
habituelle.

On peut reformuler les deux premières conditions en disant qu’on a affaire
à un foncteur de la catégorie des germes de variétés (X,x) vers la catégorie
des R-espaces vectoriels de dimension finie.

Démonstration. Les conditions impliquent que toute carte (U, φ) centrée en
x ∈ X induit un isomorphisme dxφ : TxX ' Rn. Si (V, φ) est une seconde
carte centrée en x, les images respectives v, w ∈ Rn d’un vecteur donné de
TxX sous dxφ, dxψ satisfont de plus d0(ψ ◦ φ−1)v = w. On obtient alors
existence et unicité en définissant TxX comme le quotient de l’ensemble des
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paires (φ, v) formées d’une carte (U, φ) centrée en x et d’un vecteur v ∈ Rn,
modulo la relation d’équivalence

(φ, v) ∼ (ψ,w)⇐⇒ d0(ψ ◦ φ−1)v = w.

Il est important de souligner que la description explicite des espaces tan-
gents donnée dans la preuve ne sera pas utilisée en pratique ; seules comptent
les trois propriétés ci-dessus.

On appelle courbe tracée sur X une application lisse γ : I → X, avec
I ⊂ R un intervalle ouvert. Pour tout t ∈ I, la différentielle dtγ, application
linéaire de TtI = R dans Tγ(t)X, est uniquement déterminée par l’image de
1 ∈ R, notée γ′(t) ∈ Tγ(t)X et appelée vecteur vitesse.

Exercice 2.2.2. Pour tout vecteur tangent v ∈ TxX, il existe une courbe
γ :]− 1, 1[→ X telle que γ(0) = x et γ′(0) = v.

Proposition 2.2.3. Si X,Y sont deux variétés, les différentielles des projec-
tions induisent pour tous (x, y) ∈ X × Y un isomorphisme

T(x,y)(X × Y ) ' TxX × TyY.

Démonstration. Les différentielles des projections induisent une application
linéaire canonique T(x,y)(X × Y ) → TxX × TyY , et il s’agit de voir que c’est
un isomorphisme. Quitte à passer à des cartes, on est ramené au cas X = Rn,
Y = Rp, qui est trivial, car l’application T(x,y)(X×Y )→ TxX×TyY s’identifie
alors à l’isomorphisme linéaire Rn+p ' Rn × Rp.

Remarque 2.2.4. On note C∞(X,x) l’anneau des germes de fonctions lisses
f : (X,x) → R. Pour tout v ∈ TxX, la forme linéaire Dv : C∞(X,x) → R
définie par Dvf := dxf(v) est une dérivation, i.e. satisfait la formule de Leibniz

Dv(fg) = (Dvf)g(x) + f(x)(Dvg).

On montre (en utiisant par exemple la formule de Taylor avec reste intégral)
que v 7→ Dv induit un isomorphisme entre TxX et l’espace des dérivations
D : C∞(X,x)→ R.

Remarque 2.2.5. Si X est une variété complexe (cf. remarque 2.1.5), les
espaces tangents TxX sont naturellement des espaces vectoriels complexes.

Une application lisse f : X → Y entre variétés est un difféomorphisme
local en x ∈ X s’il existe des voisinages ouverts U ⊂ X et V ⊂ Y de x et
y = f(x) tels que f induise un difféomorphisme U ' V . On abrègera ceci en
f : (X,x) ' (Y, y).

La forme suivante du théorème d’inversion locale découle immédiatement
du cas des ouverts de Rn.

Théorème 2.2.6. Un application lisse f : X → Y est un difféomorphisme
local en x ∈ X ssi dxf : TxX → Tf(x)Y est un isomorphisme.
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2.3 Cartes généralisées et quotients

Cartes généralisées

Maintenant qu’on dispose de la notion de variété, on peut étendre le
concept de carte et obtenir plus généralement des variétés en en recollant
d’autres le long d’ouverts.

Exercice 2.3.1. Soit X un ensemble et ψi : Xi → X une famille d’injections
où chaque Xi est une variété et chaque application de transition

ψij := ψ−1
j ◦ ψi : Xij := ψ−1

i (ψj(Xj))→ Xji := ψ−1
j (ψi(Xi))

est un difféomorphisme entre ouverts de Xi et Xj. Montrer que X admet une
unique structure de variété pour laquelle chaque ψi est un difféomorphisme de
Xi sur un ouvert de X.

Corollaire 2.3.2. Soit π : X → Y un homéomorphisme local entre espaces
topologiques. Si Y est une variété, X est muni d’une unique structure de
variété telle que π soit un difféomorphisme local.

Démonstration. On peut recouvrir X par des ouverts Ui sur lequel la res-
triction de π est un homéomorphisme sur un ouvert Vi de Y , dont on note
ψi : Vi → X l’inverse. L’application de transition ψij : Vij = Vi ∩ Vj → Vji =
Vj ∩Vi est simplement l’identité, et l’exercice 2.3.1 montre donc que X admet
une unique structure de variété pour laquelle chaque ψi est un difféomorphisme
sur un ouvert ; cette structure est clairement la seule pour laquelle π est un
difféomorphisme local.

En particulier, tout homéomorphisme φ d’une variété X dans elle-même
définit sur l’espace topologique sous-jacent à X une nouvelle structure de
variété Xφ, qui ne cöıncide avec celle de départ que si φ est un difféomorphisme
de X. Cependant, φ est un difféomorphisme entre Xφ et X, par construction.

Exemple 2.3.3. L’homéomorphisme x 7→ x3 définit une nouvelle structure
de variété sur R, pour laquelle x 7→ x1/3 est une fonction lisse !

Quotient par un groupe

On rappelle (corollaire 1.5.10) que si G est un groupe agissant proprement
discontinûment et librement sur un espace topologique localement compact X,
alors l’espace des orbitesX/G est localement compact (séparé), et l’application
quotient π : X → X/G est un homéomorphisme local.

Théorème 2.3.4. Si G est un groupe (discret) agissant proprement discon-
tinûment et librement par difféomorphismes sur une variété X, alors X/G ad-
met une unique structure de variété telle que π : X → X/G soit un difféomorphisme
local.
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Démonstration. D’après la proposition 1.5.9, on peut recouvrir X par des
ouvertsXi tels que g·Xi rencontreXi seulement pour g = e, ce qui garantit que
la restriction ψi := π|Xi : Xi ↪→ X/G est un homéomorphisme sur un ouvert.
L’unique structure de variété de X/G telle que π soit un difféomorphisme local
est celle pour laquelle les ψi sont des difféomorphismes. L’unicité est donc
claire, et l’existence revient à vérifier que chaque application de transition

ψij := ψ−1
j ◦ ψi : Xij := ψ−1

i (ψj(Xj))→ Xji := ψ−1
j (ψi(Xi))

est un difféomorphisme entre ouverts de Xi et Xj (cf. exercice 2.3.1). Or on a

Xij = Xi ∩ π−1(π(Xj)) = Xi ∩G ·Xj =
∐
g∈G

Xi ∩ (g ·Xj),

et la restriction de ψij à Xi ∩ gXj cöıncide avec g−1 ; elle est donc lisse.

Exemple 2.3.5 (Tore de suspension). Pour toute difféomorphisme φ d’une
variété F , le tore de suspension Mφ, quotient de R×F par l’action de (t, x) 7→
(t + 1, φ(x)) (voir exercice 1.6.9), est muni d’une unique structure de variété
telle que la projection R × F → Mφ soit un difféomorphisme local, et la
projection naturelle Mφ → S1 est lisse. Ceci s’applique en particulier au ruban
de Möbius et à la bouteille de Klein

2.4 Exercices

Exercice 2.4.1 (Sphères). On note (x, t) les coordonnées de Rn×R = Rn+1,
Sn ⊂ Rn+1 la sphère euclidienne unité centrée en 0, et p± = (0,±1) ses pôles
nord et sud. Les projections stéréographiques π± : Sn \ {p±} → Rn associent
à x ∈ Sn \ {p±} l’unique point d’intersection de la droite passant par p± et x
avec l’hyperplan équatorial t = 0 (faire une dessin avec n = 1).

(i) Vérifier que π± est un homéomorphisme donné par π±(x, t) = x/(1−
±t), et que son inverse φ± : Rn → Sn \ {p±} vérifie

φ±(x) =

(
2x

1 + |x|2
,±|x|

2 − 1

1 + |x|2

)
.

(ii) En déduire que les applications de transition φ+ ◦ φ−1
− et φ− ◦ φ−1

+

cöıncident avec l’inversion x 7→ x/|x|2 de Rn \ {0} dans lui-même, et
que Sn est ainsi munie d’une structure de variété compacte de dimen-
sion n.

(iii) Montrer que l’inclusion Sn ⊂ Rn+1 est lisse, et que sa différentielle
identifie TxS

n avec l’hyperplan orthogonal à x.

Exercice 2.4.2 (Tores). Vérifier que le groupe discret Zn agit proprement et
librement sur Rn par translation, et montrer que

(θ1, . . . , θn) 7→ (e2iπθ1 , . . . , e2iπθn)

induit un difféomorphisme Tn := Rn/Zn ' (S1)n.
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Exercice 2.4.3 (Espaces projectifs). On pose K = R ou C. D’après l’exer-
cice 1.6.14, l’espace projectif

Pn(K) := P(Kn+1) ' (Kn+1 \ {0})/K×

est compact pour la topologie quotient. On note [t] = [t0 : . . . : tn] l’image de
t = (t0, . . . , tn) ∈ Kn+1 \ {0} par l’application quotient

π : Kn+1 \ {0} → Pn(K),

et on parle de coordonnées homogènes sur Pn(K). On va montrer que Pn(K)
est muni d’une unique structure de variété telle qu’une application f : Ω→ Y
sur un ouvert Ω ⊂ Pn(K) soit lisse ssi f ◦ π est lisse.

(i) Pour i = 0, . . . , n on définit φi : Kn → Pn(K) par

φi(x) = [x1 : . . . : xi : 1 : xi+1 : . . . : xn].

Montrer que φi est un homéomorphisme de Kn sur l’ouvert

Ωi := {[t] ∈ Pn(K) | ti 6= 0} ,

d’inverse Ωi → Kn donné par

[t] 7→ x = (t0/ti, . . . , ti−1/ti, ti+1/ti, . . . , tn/ti),

appelées coordonnées affines sur la carte Ωi.
(ii) Décrire les applications de transition φj◦φ−1

i , et en déduire que Pn(K)
est muni d’une structure de variété, réelle ou complexe selon que K = R
ou C, de dimension (réelle ou complexe) n.

(iii) Montrer que la restriction de la projection Rn+1 \ {0} → Pn(R) à
la sphère unité Sn induit un difféomorphisme Sn/± ' Pn(R), où l’on
note ± l’action sur Sn de l’involution sans point fixe x 7→ −x.

Exercice 2.4.4 (Droites projectives). Montrer que les applications

S1 \ {p+} ' R ↪→ P1(R)

et
S2 \ {p+} ' R2 = C ↪→ P1(C),

compositions des projections stéréographiques et des plongements canoniques
K ↪→ P1(K), s’étendent en des difféomorphismes S1 ' P1(R) et S2 ' P1(C)
(sphère de Riemann).

Exercice 2.4.5 (Grassmanniennes). A nouveau, K = R ou C, et V est un
K-espace vectoriel dimension finie n. D’après l’exercice 1.6.21, la grassman-
nienne Gr(r, V ) est un espace topologique compact qui paramètre les sous-
espaces U ⊂ V de dimension r. On va la munir d’une structure de variété
(réelle ou complexe) de dimension r(n− r). Pour tout sous-espace S ⊂ V de
codimension r, on note ΩS ⊂ Gr(r, V ) l’ensemble des sous-espaces U ⊂ V de
dimension r tels que U ∩ S = {0}, i.e. V = U ⊕ S.
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(i) Montrer que ΩS est ouvert. Si (e1, . . . , en) est une base de V , montrer
que Gr(r, V ) est recouverte par les ΩI := ΩVect(ei)i∈I avec I ⊂ {1, . . . , n}
de cardinal n− r.

(ii) Etant donné U0 ∈ ΩS, montrer qu’un sous-espace U ⊂ V appartient
à ΩS ssi U est le graphe d’une application linéaire αU ∈ Hom(U0, S), et
que l’application ΩS → Hom(U0, S) ainsi définie est un homéomorphisme.
On l’appelle carte affine centrée en U0.

(iii) Le choix d’un autre point U ′0 ∈ ΩS définit de même une carte affine
ΩS ' Hom(U ′0, S) centrée en U ′0. Montrer que l’application de transi-
tion

Hom(U0, S) ' ΩS ' Hom(U ′0, S)

cöıncide avec l’isomorphisme affine

α 7→ (α− αU ′0) ◦ φ,

où φ : U ′0 ' U0 désigne l’isomorphisme de projection parallèlement à
S, et αU ′0 ∈ Hom(U0, S) l’image de U ′0 par la carte ΩS ' Hom(U0, S)
centrée en U0.

(iv) On considère maintenant un autre supplémentaire S′ ⊂ V de U0, qui
appartient donc à deux cartes

ΩS ' Hom(U0, S), ΩS′ ' Hom(U0, S
′)

centrées en U0. On note p : V → U0 et q : V → S′ les projections
associées à la décomposition V = U0⊕S′. Montrer que l’image de ΩS∩
ΩS′ dans la carte ΩS ' Hom(U0, S) est l’ouvert des α ∈ Hom(U0, S)
tel que

φα := idU0 +p ◦ α ∈ End(U0)

soit un isomorphisme, et que l’application de transition entre les deux
cartes est donnée par α 7→ q ◦ α ◦ φ−1

α .
(v) Déduire de ce qui précède que Gr(r, V ) est munie d’une unique struc-

ture de variété (réelle ou complexe selon que K = R ou C) compatible
avec les cartes ΩS ' Hom(U0, S).

(vii) Pour tout U ∈ Gr(r, V ), le choix d’un supplémentaire S induit une
carte φ : ΩS ' Hom(U, S) centrée en U et un isomorphisme S ' V/U .
Montrer que l’isomorphisme

TU Gr(r, V ) ' Hom(U, V/U).

induit par dUφ est indépendant du choix de S.

Exercice 2.4.6 (Surface de Prüfer). On pose U := R2, U+ = R × R×+, et
Ua := U × {a}, U+

a = U+ × {a} pour chaque a ∈ R.
(i) Montrer qu’on définit un difféomorphisme πa : U+

a → U+ en posant

πa(x, y) = (a+ xy, y).
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(ii) Pour chaque partie A ⊂ R, on note PA la variété obtenue en recollant
les variétés (Ua)a∈A le long des ouverts U+

a ' U+. Montrer que PA est
une variété séparée connexe de dimension 2.

(iii) Montrer que PA est à base dénombrable ssi A est dénombrable.





Chapitre 3

Sous-variétés

3.1 Sous-variétés et plongements

Soit X une variété de dimension n.

Définition 3.1.1. On dit qu’une partie Z ⊂ X est une sous-variété si, pour
tout point x ∈ Z, il existe une carte (U, φ) de X telle x ∈ U et φ(U ∩ Z) =
φ(U) ∩ (Rp × {0}).

En d’autres termes, Z est une sous-variété si on peut trouver, au voisinage
de tout point de Z, des coordonnées locales (x1, . . . , xn) sur X telles que Z
soit localement donné par les équations x1 = · · · = xq = 0. L’entier q = n− p
est la codimension de Z en x, notée codimx Z.

La notion de sous-variété jouit de la propriété de transitivité suivante :

Exercice 3.1.2. Si Z ⊂ X est une sous-variété, toute sous-variété de Z est
aussi une sous-variété de X.

Par définition, une sous-variété Z est une partie localement fermée de X
(voir §1.4).

Exemple 3.1.3. Un sous-ensemble Z ⊂ X est une sous-variété de codimen-
sion 0 (resp. n) ssi Z est un ouvert (resp. un sous-ensemble discret) de X.

Toute sous-variété Z ⊂ X est en particulier une variété. En effet, Z est
par définition couverte par des cartes (Ui, φi) de X telles que φi(Ui ∩ Z) =
φi(Ui)∩ ({0} ×Rp). En particulier, (Ui ∩Z, φi|Ui∩Z) forme un atlas de Z, qui
est ainsi munie d’une structure de variété.

Exercice 3.1.4. La structure de variété de Z est uniquement déterminée par
la propriété suivante : l’inclusion ι : Z ↪→ X est lisse, et toute application lisse
f : Y → X à valeurs dans Z est lisse en tant qu’application Y → Z.

33
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La différentielle de l’inclusion ι : Z ↪→ X induit, pour tout z ∈ Z, une
injection TzZ ↪→ TzX, via laquelle on identifiera toujours TzZ à un sous-
espace de TzX.

Exercice 3.1.5. Si Z ⊂ X est une sous-variété, TzZ cöıncide avec l’ensemble
des vecteurs vitesse γ′(0) de courbes γ :]− 1, 1[→ X avec γ(0) = z et d’image
contenue dans Z (cf. exercice 2.2.2).

Définition 3.1.6. Un plongement f : Y ↪→ X est une application lisse dont
l’image Z = f(Y ) est une sous-variété de X et qui induit un difféomorphisme
Y ' Z. On dit que f est un plongement fermé (resp. ouvert) si Z est fermée
(resp. ouverte) dans X.

La différence entre un plongement et une sous-variété peut sembler mince,
mais il est important de bien distinguer les deux concepts, l’un pouvant être
plus naturel ou pertinent que l’autre, suivant le contexte.

Exemple 3.1.7. Une carte (U, φ) de X n’est autre qu’un plongement ouvert
φ : U ↪→ Rn.

Il découle de l’exercice 3.1.2 qu’une composition de plongements est un
plongement.

3.2 Submersions

Une application lisse f : X → Y est une submersion en x ∈ X ssi dxf est
surjective. Notons que ceci n’est possible que si dimX ≥ dimY .

Exercice 3.2.1. Une application lisse f : X → Rp de composantes f1, . . . , fp
est une submersion en x ∈ X ssi les différentielles dxf1, . . . , dxfp ∈ T ?xX sont
linéairement indépendantes.

Exercice 3.2.2. L’ensemble des x ∈ X en lesquels f est une submersion est
un ouvert.

On dit simplement que f est une submersion si elle l’est en chaque point
de X.

Théorème 3.2.3. Si f : X → Y est une submersion en x ∈ X, alors il
existe des cartes de X et Y centrées respectivement x et f(x) dans lesquelles
f correspond à la projection linéaire (x1, . . . , xn) 7→ (x1, . . . , xp).

Démonstration. Quitte à passer à des cartes, on peut supposer que f : (V, 0)→
(W, 0) est une application définie au voisinage de l’origine d’un espace vectoriel
V , à valeurs dans un espace vectoriel W . Choisissons une décomposition en
somme directe V = V1 ⊕ V2 avec V1 := Ker d0f , et considérons l’application
φ : (V, 0) → (V1 ⊕ W, 0) localement définie par φ(v1, v2) = (v1, f(v)). Sa
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différentielle d0φ : V → V1 ⊕W (v1, v2) 7→ (v1, d0f(v)) = (v1, d0f(v2)) est un
isomorphisme, donc φ est un difféomorphisme local (cf. théorème 2.2.6), et on a
par construction (f◦φ−1)(v1, w) = w. En d’autres termes, f◦φ−1 cöıncide avec
la projection linéaire V1⊕W →W , qui de la forme (x1, . . . , xn) 7→ (x1, . . . , xp)
dans des coordonnées linéaires appropriées.

Corollaire 3.2.4. Si f : X → Y est une submersion en x ∈ X, alors la
fibre f−1(f(x)) est une sous-variété de X, d’espace tangent en x ∈ F égal à
Ker dxf (en tant que sous-espace de TxX).

Démonstration. Après composition par des difféomorphismes locaux, il suffit
de vérifier l’assertion pour la projection linéaire (x1, . . . , xn) 7→ (x1, . . . , xp),
ce qui est clair.

Exercice 3.2.5. Toute submersion f : X → Y est une application ouverte.

Exercice 3.2.6. Si f : X → Y est une submersion et Z ⊂ Y est une sous-
variété de Y , alors f−1(Z) est une sous-variété de X.

Exercice 3.2.7. Une submersion surjective π : X → Y satisfait la propriété
universelle suivante : toute application lisse f : X → Z, constante le long des
fibres de π, induit une unique application lisse f̄ : Y → Z telle que f = π ◦ f̄ .

Remarque 3.2.8. La réciproque est fausse, comme le montre l’application
lisse surjective R2 → R (x, y) 7→ xy [Lee, Problem 4.8].

3.3 Immersions

Une application lisse f : X → Y est une immersion en x ∈ X ssi dxf est
surjective. Notons que ceci n’est possible que si dimX ≤ dimY .

Exercice 3.3.1. L’ensemble des x ∈ X en lesquels f est une immersion est
un ouvert.

A nouveau, on dit que f est une immersion si elle l’est en chaque point de
X.

Théorème 3.3.2. Si f : X → Y est une immersion en x, alors il existe des
cartes de X et Y centrées respectivement x et f(x) dans lesquelles f correspond
à l’injection linéaire (x1, . . . , xn) 7→ (x1, . . . , xn, 0, . . . , 0).

Démonstration. Comme dans la preuve du théorème 3.2.3, on peut supposer
que f : (V, 0) → (W, 0) est une application définie au voisinage de l’origine
d’un espace vectoriel V , à valeurs dans un espace vectoriel W . On choisit
un décomposition en somme directe W = W1 ⊕ W2 avec W1 := Im d0f ,
on considère l’application φ : (V ⊕ W2, 0) → (W, 0) localement définie par
φ(v, v2) = (f(v), v2). Sa différentielle d0φ : V ⊕W2 →W (v, v2) 7→ (d0f(v), v2)
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est un isomorphisme, donc φ est un difféomorphisme local. Par construction
(φ−1 ◦ f)(v) = (v, 0) cöıncide avec l’injection linéaire V ↪→ V ⊕W2, qui est
bien de la forme (x1, . . . , xn) 7→ (x1, . . . , xn, 0, . . . , 0) dans des coordonnées
linéaires appropriées.

Corollaire 3.3.3. Une application lisse f : X → Y est un plongement ssi f
est une immersion et un homéomorphisme sur son image.

Démonstration. Supposons que f : X → Y soit une immersion, et qu’elle in-
duise un homéomorphisme sur son image Z := f(X). D’après le théorème 3.3.2,
pour chaque y ∈ Z, l’antécédent x ∈ X admet un voisinage ouvert U tel que
f |U soit un plongement. Puisque f est un homéomorphisme sur son image,
f(U) est un ouvert de Z, et donc f(U) = Z ∩ V pour un voisinage ouvert
V ⊂ Y de y. Il en résulte que Z est une sous-variété et que f induit un
difféomorphisme X ' Z.

Remarque 3.3.4. Les résultats précédents fournissent les deux outils utilisés
quasi-systématiquement pour démontrer qu’un sous-ensemble Z ⊂ X donné
est une sous-variété : soit on exhibe des équations locales f1 = · · · = fq = 0
pour Z dont les différentielles sont linéairement indépendantes, soit on dispose
d’une immersion injective f : Y → X d’image Z, et on montre que f est un
homéomorphisme sur son image, par exemple en vérifiant que pour une suite
yi →∞ dans Y , f(yi) ne peut converger vers un point de Z (corollaire 1.4.31).

3.4 Le théorème du rang constant

Le rang en x ∈ X d’une application lisse f : X → Y est défini comme
celui de dxf , i.e.

rgx(f) = dim Im dxf.

Exercice 3.4.1. Montrer que x 7→ rgx(f) est semicontinue inférieurement
sur X.

L’énoncé suivant, qui généralise les théorèmes précédents sur les submer-
sions et immersions, est connu sous le nom de théorème du rang constant.

Théorème 3.4.2. Une application lisse f : X → Y est de rang constant au
voisinage de x ∈ X ssi il existe des cartes de X et Y centrées respectivement
x et f(x) dans lesquelles f correspond à l’application linéaire (x1, . . . , xn) 7→
(x1, . . . , xp, 0, . . . , 0).

Démonstration. Il suffit de considérer le cas d’une application lisse f : (V, 0)→
(W, 0), avec V,W deux espaces vectoriels. On suppose que f est de rang
constant au voisinage de 0, et on choisit une décomposition en somme di-
recte W = W1⊕W2 avec W1 := Im df0. La première composante f1 : (V, 0)→
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(W1, 0) de f est alors une submersion en 0. D’après le théorème de struc-
ture des submersions, on peut donc supposer, après composition par des
difféomorphismes locaux, que V = W1 ⊕ V2 et f1(w1, v2) = w1, et donc
f(w1, v2) = (w1, f2(w1, v2)) au voisinage de 0. En considérant la décomposition
par blocs de la différentielle de f près de 0, on en déduit aisément, par l’hy-
pothèse de rang constant, que f2 ne dépend pas de v2. Il en résulte que
f est la composée de la projection W1 ⊕ V2 → W1 et de l’immersion g :
(W1, 0)→ (W, 0) donnée par g(w1) = (w1, f2(w1)). Après composition par des
difféomorphismes locaux de (W1, 0) et (W, 0), on peut enfin supposer, grâce au
théorème de structure des immersions, que W = W1 ⊕W ′2 et g(w1) = (w1, 0).
L’application f : (W1⊕V2, 0)→ (W1⊕W ′2, 0) est alors donnée par f(w1, v2) =
(v1, 0), et le résultat suit.

3.5 Exercices

Exercice 3.5.1 (Sphères). Vérifier que f : Rn+1 → R définie par f(x) =∑
i x

2
i est une submersion en dehors de 0. En déduire que Sn est une sous-

variété de codimension un, et décrire ses espaces tangents. Pourquoi la struc-
ture de variété induite sur Sn est-elle compatible avec celle de l’exercice 2.4.1 ?

Exercice 3.5.2 (Tores). Montrer que l’application R2 → R3 définie par

(θ1, θ2) 7→ (cos θ1(2 + cos θ2), sin θ1, sin θ2)

induit un plongement du tore (R/2πZ)2 comme surface de révolution de R3,
qu’on dessinera.

Exercice 3.5.3 (Ruban de Möbius). Montrer que l’application φ : R2 → R3

définie par

φ(θ, t) = (cos(2πθ)(4 + cos(πθ) arctan t), sin(2π)θ, 4 + sin(πθ) arctan t))

induit un plongement (localement fermé) du ruban de Möbius M dans R3 (qui
correspond à sa réalisation via un ruban de papier).

On verra plus tard que M , n’étant pas orientable, ne peut admettre de
plongement fermé dans R3 (cf. exercice 7.6.2).

Exercice 3.5.4. Montrer que le �cusp� Z =
{

(x, y) ∈ R2 | y2 = x3
}

n’est
pas une sous-variété, en vérifiant par exemple qu’il n’existe pas d’immersion
f : (R, 0)→ (R2, 0) d’image contenue dans Z.

Exercice 3.5.5. Toute application lisse est la composée d’un plongement
fermé et d’une submersion (penser au graphe).

Exercice 3.5.6. Si D ⊂ R2 est une droite de pente irrationnelle, montrer que
l’application induite f : D → T 2 est une immersion injective d’image dense.
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Exercice 3.5.7. Si X est une variété et Y un espace topologique avec une
application continue surjective π : X → Y , montrer que Y admet au plus une
structure de variété pour laquelle π devienne lisse et submersive.

Exercice 3.5.8. Montrer que la structure de variété de la grassmannienne
Gr(r, V ) définie dans l’exercice 2.4.5 est la seule pour laquelle l’application
quotient π : V r

0 → Gr(r, V ) est une submersion.

Exercice 3.5.9. Soit f : X → Y une immersion injective.
(i) f est un plongement fermé (resp. ouvert) ssi f est propre (resp. dimX =

dimY ).
(ii) La restriction de f à tout ouvert relativement compact est un plonge-

ment.

Exercice 3.5.10. Soient Z,Z ′ deux sous-variétés de X. Si Z ′ est contenue
dans Z (en tant qu’ensemble), alors Z ′ est une sous-variété de Z.

Exercice 3.5.11. Si f : X → Y est une immersion et Z est une variété, une
application continue g : Z → X est lisse ssi f ◦ g : Z → Y est lisse.

Exercice 3.5.12 (Eclatement d’un point). Dans ce qui suit, K = R ou C, et
on se place dans la catégorie des variétés réelles ou complexes, respectivement.
On se donne un K-espace vectoriel V ' Kn de dimension n, et on considère
P(V ) ' Pn−1(K) comme l’espace des droites vectorielles L ⊂ V . On définit
l’ éclatement de 0 ∈ V comme la �variété d’incidence�

B0V := {(x, L) ∈ V × P(V ) | x ∈ L},

munie de la restriction π : B0V → V de la première projection.
(i) On note [t1 : . . . : tn] les coordonnées homogènes de Pn−1(K). Montrer

que

B0Kn =
{

(x, [t]) ∈ Kn × Pn−1(K) | xitj = xjti pour tous i, j
}
,

En déduire que B0V est une sous-variété fermée de V × P(V ), que ψ
induit un difféomorphisme au dessus de V \ {0}, et que

E := π−1(0) ' P(V )

est un sous-variété de B0V . Les fibre de l’application π sont donc toutes
des sous-variétés, mais π est-elle pour autant une submersion ?

(ii) On note Pn−1(K)i = {ti 6= 0} les cartes affines de Pn−1(K). Décrire
un isomorphisme explicite entre

(B0Kn)i :=
(
Rn × Pn−1(K)i

)
∩B0Kn

et K? × Pn−1(K)i, et donner l’expression de π dans les coordonnées
correspondantes.
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(iii) Montrer que B0(R2) est difféomorphe au ruban de Möbius.
(iv) Si X est une variété, on définit l’ éclatement de X en un point x ∈ X

comme l’union disjointe

BxX = (X \ {x})
∐

P(TxX),

munie de l’application π : BxX → X qui induit l’identité sur X \{x} et
envoie P(TxX) sur x. Montrer que BxX est muni d’une unique struc-
ture de variété telle que l’inclusion X \ {x} → BxX soit un plonge-
ment ouvert et que toute carte (U, φ) centrée en x induit un plonge-
ment ouvert B0U ↪→ BxX. Montrer de plus que π est lisse, induit un
difféomorphisme au dessus de X \ {x}, et que E = π−1(x) = P(TxX)
est une hypersurface de BxX (qu’on appelera comme en géométrie
algébrique le diviseur exceptionnel de l’éclatement).

(V) Soit Y ⊂ X une sous-variété contenant x ∈ x, et notons F ⊂ BxY →
Y le diviseur exceptionnel de l’éclatement de Y . Montrer que le plon-
gement

BxY \ F ' Y \ {x} ↪→ X \ {x} ' BxX \ E

s’étend de façon unique en un plongement BxY ↪→ BxX, dont l’image
s’appelle transformée stricte de Y dans BxX. Décrire la transformée
stricte d’un arc γ : (R, 0)→ (X,x) avec γ′(0) 6= 0.

(vi) On note p± les pôles de Sn. Montrer que la composition

Bp+S
n \ E ' Sn \ {p+} ' Rn ↪→ Pn(R)

de la restriction de π, de la projection stéréographique π+ et de l’inclu-
sion t 7→ [1 : t] s’étend de façon unique en un difféomorphisme

Bp+S
n ' Pn(R).

Montrer que l’application Pn(R)→ Sn ainsi définie peut être vue comme
l’application qui envoie une droite L ⊂ Rn+1 sur la première colonne
de la matrice représentant la projection orthogonale sur L.

(vii) L’éclatement B0Pn(K) de Pn(K) en 0 ∈ Kn ⊂ Pn(K) est isomorphe
à la variété d’incidence

{([x], [y]) ∈ Pn(K)× Pn−1(K) |
n−1∑
i=0

xiyi = 0},

avec π : B0Pn(K)→ Pn(K) correspondant à la restriction de la première
projection.





Chapitre 4

Partitions de l’unité

4.1 Espaces topologiques paracompacts

Familles localement finies

Soit X un espace topologique. On dit qu’une famille (Yi)i∈I de parties de
X est localement finie si tout point x ∈ X admet un voisinage ouvert V ne
rencontrant Yi que pour un nombre fini d’indices i ∈ I.

Remarque 4.1.1. Puisqu’un ouvert V intersecte Yi ssi il intersecte Ȳi, une
famille (Yi) est localement finie ssi (Ȳi) l’est.

Proposition 4.1.2. Soit (Yi)i∈I une famille localement finie de parties de X.
Alors :

(i) tout compact de X admet un voisinage ne rencontrant Yi que pour un
nombre fini de i ;

(ii) on a
⋃
i Yi =

⋃
i Yi ;

(iii) si la topologie de X est à base dénombrable, alors {i ∈ I | Yi 6= ∅} est
nécessairement au plus dénombrable.

En particulier, (ii) montre que la réunion d’une famille localement finie de
fermés est fermée.

Démonstration. La preuve de (i) est laissée en exercice. Pour (ii), on a toujours⋃
i Yi ⊂

⋃
i Yi. Supposons réciproquement que x ∈

⋃
i Yi, de sorte que tout

voisinage V de x rencontre l’un des Yi. Puisque (Yi) est localement finie,
x admet un voisinage ouvert U ne rencontrant Yi que pour un i dans un
ensemble fini J ⊂ I. On affirme qu’il existe i ∈ J tel que x ∈ Yi. Sinon,
V :=

⋂
i∈J(U \ Yi) serait un voisinage de x disjoint de

⋃
i Yi, contradiction.

Ceci montre (ii). Supposons enfin que (Un) soit une base dénombrable de la
topologie de X. Chaque x ∈ X est contenu dans un Un ne rencontrant Yi
que pour un ensemble fini d’indices Jn ⊂ I. Les n ainsi atteints forment un
sous-ensemble A ⊂ N, et on a par construction

⋃
n∈A Jn = {i ∈ I | Yi 6= ∅},

qui est donc au plus dénombrable.

41
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Paracompacité

Définition 4.1.3. Un espace topologique X est paracompact s’il est séparé
et si, pour tout recouvrement ouvert (Ui)i∈I de X, il existe un recouvrement
ouvert localement fini (Vj)j∈J de X qui le raffine, i.e. tel que chaque Vj soit
contenu dans un des Ui.

On peut en fait toujours supposer que I = J et Vi ⊂ Ui. En effet, il
existe une fonction f : J → I telle que Vj ⊂ Uf(j) (axiome du choix), et le
recouvrement ouvert (V ′i )i∈I défini par V ′i :=

⋃
f(j)=i Vj , qui satisfait V ′i ⊂ Ui,

est localement fini car si Ω ⊂ X est un ouvert ne rencontrant Vj que pour un
ensemble fini K ⊂ J d’indices j, V ′i ne rencontre Ω que pour i dans l’ensemble
fini f(K) ⊂ I.

Exercice 4.1.4. Montrer que la paracompacité est héritée par les parties
fermées.

En général, ceci ne s’applique pas aux ouverts, cf. exercice 4.4.2 plus bas.
Cette pathologie ne se produit cependant que dans des situations un peu
exotiques, car un théorème de Stone (cf. plus bas) affirme que tout espace
métrique est paracompact, et toute partie d’une espace métrique est donc elle
aussi paracompacte. En pratique, on utilise la paracompacité sous la forme
suivante.

Proposition 4.1.5 (Lemme de rétrécissement). Soit X un espace topologique
paracompact. Pour tout recouvrement ouvert (Ui)i∈I de X, il existe un recou-
vrement ouvert localement fini (Vi)i∈I tel que Vi ⊂ Ui pour tout i.

Comme on l’a remarqué, la famille de fermés (Vi) est alors elle aussi loca-
lement finie.

Lemme 4.1.6. Tout espace paracompact est régulier (cf. exercice 1.2.13).

Démonstration. Il s’agit de montrer qu’un fermé A ⊂ X un point x ∈ X \
A peuvent être séparés par des ouverts disjoints. L’espace X étant séparé,
pour tout a ∈ A, on peut trouver deux ouverts Ua et Va disjoints contenant
respectivement x et a.

La paracompacité fournit recouvrement ouvert localement fini (Wi)i∈I de
X raffinant celui donné par les Va et U . On note J ⊂ I l’ensemble des i ∈ I
tels que Wi est inclus dans un Vai , et on note qu’on a alors x /∈ W̄i, puisque
le voisinage Uai de x ne rencontre par Wi. Puisque (Wi) est localement finie,
Z =

⋃
i∈JWi est un fermé (exercice 4.1.2), et U := X \Z est donc un voisinage

ouvert de x disjoint du voisinage
⋃
i∈JWi de A.

Preuve de la proposition 4.1.5. Tout point x ∈ X appartient à un des Ui, et
admet un voisinage ouvert d’adhérence contenue dans Ui, par le lemme 4.1.6.



4.1. ESPACES TOPOLOGIQUES PARACOMPACTS 43

Ceci fournit un recouvrement ouvert (Wj)j∈J de X tel que Wj ⊂ Uf(j) pour
une certaine fonction f : J → I, et on peut de plus supposer (Wj) locale-
ment finie, par paracompacité de X. Comme on l’a vu, la famille obtenue
en posant Vi :=

⋃
f(j)=iWj reste localement finie, et l’exercice 4.1.2 donne

Vi =
⋃
f(j)=iWj ⊂ Ui.

Le cas localement compact

Dans le cas d’espaces localement compacts, la paracompacité admet la
caractérisation suivante :

Théorème 4.1.7. Un espace connexe localement compact X est paracompact
ssi X est dénombrable à l’infini.

Démonstration. Supposons que X est dénombrable à l’infini, et soit une ex-
haustion de X par une suite de compacts Kn b K̊n+1 (cf. proposition 1.4.23.
Etant donné un recouvrement ouvert (Ui) de X, on peut recouvrir chaque
couronne Kn+1 \ Kn par un nombre fini d’ouverts chacun contenu dans un
des Ui et dans Kn+2 \Kn−1. L’ensemble de tous ces ouverts fournit un recou-
vrement ouvert localement fini de X raffinant (Ui), ce qui montre que X est
paracompact.

On suppose réciproquement que X est paracompact, et on suit [Spi, p.460].
Par paracompacité, on peut trouver un recouvrement localement fini (Ui)i∈I
de X par des ouverts relativement compacts. On choisit i0 ∈ I, et on pose
J0 := {i0}. On construit par récurrence une suite croissante Jn ⊂ Jn+1 ⊂ I de
parties finies en notant Jn+1 l’ensemble des i tels que Ui rencontre le compact⋃
i∈Jn Ui. La réunion J des Jn est au plus dénombrable, et U :=

⋃
i∈J Ui =⋃

i∈J Uj est dénombrable à l’infini. Il est de plus clair que U est ouvert et
fermé dans X, et donc U = X par connexité.

Corollaire 4.1.8. Pour un espace X localement compact et localement connexe,
sont équivalentes :

(i) X est paracompact ;
(ii) chaque composante connexe de X est dénombrable à l’infini.

Si X n’est pas localement connexe, le bon énoncé est que X est para-
compact ssi il admet une partition en ouverts (pas nécessairement connexes)
dénombrables à l’infini.

Exercice 4.1.9. Soit X un espace localement compact et dénombrable à l’in-
fini, et supposons donné pour chaque x ∈ X une base de voisinages Vx. Mon-
trer que tout recouvrement ouvert (Ui) de X admet un raffinement localement
fini (Vj) avec Vj ∈ Vxj pour une certaine famille (xj).
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Complément : le théoreme de Stone

On conclut cette section avec une preuve courte et efficace du théorème de
Stone due à M.E. Rudin [Rud69].

Théorème 4.1.10 (Théorème de Stone). Tout espace métrique (X, d) est
paracompact.

Démonstration. On désignera par B(x, r) la boule ouverte centrée en x et de
rayon r. Soit (Ui)i∈I un recouvrement ouvert de X. On munit l’ensemble I
d’un bon ordre 1, et on pose pour tout x ∈ X

i(x) := min{i ∈ I | x ∈ Ui}.

Par récurrence sur n ∈ N∗, on définit pour i ∈ I l’ensemble Ai,n ⊂ X des
a ∈ X tels que

(i) B(a, 3/2n) ⊂ Ui ;
(ii) i(a) = i ;
(iii) pour tout b ∈

⋃
j∈I,m<nAj,m, on a d(a, b) ≥ 1/2m.

Par (i),

Vi,n :=
⋃

a∈Ai,n

B(a, 1/2n)

est un ouvert de X contenu dans Ui, et (iii) entrâıne que Ai,m n’intersecte pas⋃
j∈I,m<n Vj,m.

Etant donné x ∈ X, on pose i := i(x), et on choisit n � 1 tel que
B(x, 3/2n) ⊂ Ui(x), de sorte que x satisfait (i) et (ii). Si x satisfait aussi
(iii), alors x ∈ Ai,n ⊂ Vi,n. Sinon, il existe j ∈ I, m < n et b ∈ Aj,m tels que
x ∈ B(b, 1/2m) ⊂ Vj,m. Il s’ensuit que (Vi,n)(i,n)∈I×N∗ est un recouvrement
ouvert de X qui raffine (Ui), et on aura fini la preuve si l’on montre que ce
recouvrement est localement fini.

Pour ce faire, on se donne x ∈ X, on choisit (i, n) ∈ I × N∗ avec x ∈ Vi,n
et i minimal pour cette proriété, puis k � 1 tel que B(x, 1/2k) ⊂ Vi,n. On
affirme alors que, pour chaque m ∈ N∗, B(x, 1/2n+k) ne rencontre aucun Vj,m
si m ≥ n+k, et ne rencontre Vj,m que pour au plus un indice j ∈ I si m < n+k.
Ceci montrera que le voisinage B(x, 1/2n+k) de x ne rencontre Vj,m que pour
un nombre fini d’indices (j,m) ∈ I × N∗, ce qui concluera la preuve.

On suppose donc d’abord m ≥ n+ k. Pour tout j ∈ J et a ∈ Sj,m, il s’agit
de montrer que B(x, 1/2n+k) est disjointe de B(a, 1/2m). Sinon, on aurait

d(x, a) < 1/2n+k + 1/2m ≤ 1/2n+k−1 ≤ 1/2k,

et donc a ∈ B(x, 1/2k) ⊂ Vi,n, ce qui contredit la condition (iii), puisque
a ∈ Sj,m et m > n.

1. Un bon ordre est un ordre total pour lequel toute partie non vide admet un plus petit
élément. On démontre, en utilisant l’axiome du choix, que tout ensemble peut être muni
d’un bon ordre.
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On considère maintenant le cas m ≤ n+k−1, et on suppose par l’absurde
que B(x, 1/2n+k) rencontre Vj,m et Vj′,m avec j′ < j ∈ J . On dispose alors de
a ∈ Sj,m, a′ ∈ Sj′,m tels que

d(a, x) < 1/2n+k + 1/2m, d(a′, x) < 1/2n+k + 1/2m,

et donc d(a, a′) < 1/2n+k−1 +2/2m ≤ 3/2m. On a donc a ∈ B(a′, 3/2m) ⊂ Uj′ ,
par (i) pour a′, ce qui contredit i(a) = j.

4.2 Partitions de l’unité sur une variété

On suppose dans ce qui suit que X est une variété.

Définition 4.2.1. Une partition de l’unité est une famille (θi) de fonctions
lisses sur X telles que :

(i) la famille des supports supp θi est localement finie ;
(ii) θi ≥ 0 pour tout i, et

∑
i θi ≡ 1.

Notons que la somme dans (ii) est localement finie, grâce à (i).

Théorème 4.2.2. Pour une variété X, les conditions suivantes sont équivalentes :

(i) chaque composante connexe de X est à base dénombrable ;
(ii) chaque composante connexe de X est dénombrable à l’infini ;
(iii) X est paracompacte ;
(iv) pour tout recouvrement ouvert (Ui)i∈I de X, il existe une partition de

l’unité (θi) subordonnée à (Ui), i.e. telle que supp θi ⊂ Ui pour tout i.

Corollaire 4.2.3. Si X est paracompacte et F ⊂ U ⊂ X sont respectivement
fermés et ouverts dans X, alors il existe une fonction plateau χ pour F ⊂ U ,
i.e. une fonction lisse χ ∈ C∞(X) telle que 0 ≤ χ ≤ 1, suppχ ⊂ U et χ = 1
au voisinage de F .

Démonstration. Une fonction plateau χ pour F ⊂ U est équivalente à une
partition de l’unité (χ, 1− χ) subordonnée à (U,X \ F ).

Preuve du théorème 4.2.2. L’équivalence entre (i) et (ii) est élémentaire (cf. exer-
cice 1.4.27) ; l’équivalence entre (ii) et (iii) résulte du corollaire 4.1.8. Si (iv)
est vérifiée, les ouverts {θi > 0} forment un raffinement localement fini de
(Ui), et X est donc paracompacte.

Supposons enfin queX est paracompacte, et commençons par établir l’exis-
tence d’une fonction plateau pour K ⊂ U ⊂ X avec K compact et U ou-
vert. Soit x ∈ K et Vx ⊂ U une carte contenant x. On peut alors trouver
fx ∈ C∞c (Vx) telle que fx ≥ 0 et fx(x) > 0 (par exemple en régularisant par
convolution la fonction caractéristique d’une petite boule centrée en x). Par
compacité de K, on peut trouver un nombre fini de points x1, . . . , xr tels que
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les ouverts {fxi > 0} recouvrent K. La fonction f :=
∑

i fxi est lisse, à sup-
port compact dans U , avec f > 0 sur un voisinage compact L de K. On peut
alors choisir une fonction positive ϕ ∈ C∞(R) telle que ϕ = 0 en 0 et ϕ = 1
sur f(L), et on obtient la fonction plateau souhaitée en posant χ := ϕ ◦ f .

Considérons maintenant un recouvrement ouvert (Ui)i∈I de X, et choisis-
sons un recouvrement ouvert localement fini (Vj)j∈J de X tels que Vj soit rela-
tivement compact et contenu dans Uf(j) pour une certaine fonction f : J → I.
Le lemme de rétrécissement permet de trouver des compacts Kj b Vj recou-
vrant encore X, et ce qui précède fournit pour chaque j une fonction plateau
χj ⊂ C∞c (Vj) pour Kj ⊂ Vj . On obtient la partition de l’unité souhaitée en
posant

χ̃i :=
∑
f(j)=i

χi, χ̃ :=
∑
i

χ̃i et θi := χ̃i/χ̃.

4.3 Variétés à base dénombrable

L’existence de fonctions plateau, et plus généralement de partitions de
l’unité, est un outil crucial pour construire des fonctions lisses ayant des pro-
priétés locales prescrites. On sera donc amené en pratique à se retreindre
aux variétés paracompactes, i.e. dont chaque composante connexe est à base
dénombrable. Une telle variété est elle-même à base dénombrable ssi l’ensemble
de ses composantes connexes est au plus dénombrable, hypothèse nécessaire à
un comportement raisonnable de la théorie de l’intégration sur les variétés.

Pour ces raisons, nous supposerons dorénavant que toute variété
est à base dénombrable, sauf mention explicite du contraire. Cette
convention est à peu près universelle en géométrie différentielle, les variétés à
base dénombrable étant exactement celles qui se réalisent comme sous-variétés
de Rn, comme nous le verrons plus loin (théorème 10.2.1).

Exemple 4.3.1. La surface de Prüfer (exercice 2.4.6) est une variété connexe
de dimension 2 non-paracompacte. L’introduction des ordinaux permet de
définir une variété de dimension 1 non-paracompacte appelée longue droite,
cf. [Spi, Appendix].

La vérification de la condition de base dénombrable est souvent immédiate
(par exemple parce qu’on dispose d’un recouvrement dénombrable par des
cartes). Le résultat suivant, qui ne sera pas utilisé dans ce cours, s’avère efficace
pour traiter certains cas retors (feuilles d’un feuilletage, revêtement universel).

Théorème 4.3.2 (Poincaré–Volterra). Soit f : X ′ → X une application
continue à fibres discrètes entre espaces topologiques séparés avec X ′ connexe,
localement compact, localement connexe et localement à base dénombrable (par
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exemple une variété topologique connexe). Si X est à base dénombrable, alors
X ′ l’est aussi.

Démonstration. Il suffit de produire un recouvrement dénombrable de X ′ par
des ouverts à base dénombrable. On commence par observer que si U ⊂ X
est ouvert, les composantes connexes de U ′ := f−1(U) sont des ouverts dis-
joints (par locale connexité), de sorte que ceux qui rencontrent un ouvert à
base dénombrable donné Ω ⊂ X ′ forment un ensemble au plus dénombrable
(cf. exercice 1.6.1). On choisit maintenant une base dénombrable (Un) de la
topologie de X, et on dira pour faire bref qu’un ouvert Ω ⊂ X ′ est distingué si
Ω est une composante connexe relativement compacte et à base dénombrable
de l’un des U ′n = f−1(Un). L’observation précédente montre que chaque ou-
vert distingué ne rencontre qu’un nombre au plus dénombrable d’ouverts dis-
tingués.

Commençons par montrer que tout x′ ∈ X ′ est contenu dans un ouvert dis-
tingué. Par hypothèse, x′ admet un voisinage compact K à base dénombrable
qui ne rencontre la fibre f−1(f(x′)) qu’en x′. Le compact f(∂K) ne contient
pas f(x′), qui est donc contenu dans un Un tel que U ′n ne rencontre pas ∂K. Il
en résulte que la composante connexe Ω0 de x′ dans U ′n est contenue dans
K, et Ω0 est donc un ouvert distingué contenant x′. On produit mainte-
nant par récurrence une suite croissante (Ωn) d’ouverts de X ′ en définissant
Ωn+1 comme la réunion des ouverts distingués intersectant Ωn. Par construc-
tion, la réunion Ω∞ ⊂ X ′ des Ωn est réunion dénombrable d’ouverts à base
dénombrable, donc est à base dénombrable. Puisque X ′ est connexe, tout
point x′′ ∈ X ′ peut être joint à x′ par une châıne finie d’ouverts distingués
(cf. exercice 1.2.9), et il en résulte que X ′ = Ω est à base dénombrable.

Remarque 4.3.3. Mentionnons pour finir qu’un théorème de Radó garantit
que toute surface de Riemann, i.e. toute variété complexe de dimension 1, est
automatiquement paracompacte. Comme l’ont montré Calabi et Rosenlicht,
une variante de la construction des variétés de Prüfer (cf. exercice 2.4.6) fournit
par contre des variétés complexes non-paracompactes en chaque dimension
(complexe) n ≥ 2.

L’argument de Radó fonctionne en gros comme suit. On peut supposer que
notre surface de Riemann X est connexe, et il s’agit de voir qu’elle est à base
dénombrable. Prenons deux disques fermés disjoints D1, D2 ⊂ V ⊂ X dans
une carte. La méthode de Perron permet de produire une fonction harmonique
u sur U := X \ (D1 ∪D2) qui vaut 0 sur ∂D1 et 1 sur ∂D2. Si on désigne par
π : U ′ → U le revêtement universel de U , il existe une fonction holomorphe
f : U ′ → C non-constante telle que u ◦ π = Ref (on obtient en effet f comme
primitive de la 1-forme holomorphe ∂(u ◦π)). Puisque f est à fibres discrètes,
le théorème de Poincaré–Volterra montre que U ′ est à base dénombrable, et
c’est donc aussi le cas de U et de X = U ∪ V .
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4.4 Exercices

Exercice 4.4.1. On va montrer que toute variété compacte X se plonge dans
RN pour N assez grand (cf. théorème 10.2.1 pour une vaste généralisation).

(i) Justifier l’existence d’un nombre fini de cartes φi : Ui ↪→ Rni et de
compacts Ki ⊂ Ui recouvrant X.

(ii) On choisit pour chaque i une fonction plateau χi ∈ C∞c (Ui) pour
Ki ⊂ Ui, ce qui permet d’étendre χiφi en une application lisse φ̃i :
X → Rni. Vérifier que l’application produit f : X →

∏
iRni+1 ayant

pour composantes (χi, φ̃i) fournit le plongement recherché.

Exercice 4.4.2. Soit M := [0, 1]R l’espace des applications f : R → [0, 1],
muni de la topologie produit, et notons 1 ∈ M l’application constante égale à
1.

(i) Montrer que U := M \ {1} est connexe.
(ii) En déduire que l’ouvert U de l’espace compact M n’est pas paracom-

pact.

Exercice 4.4.3. Montrer que toute variété (à base dénombrable, comme on
le suppose désormais) admet une fonction d’exhaustion f : X → R, i.e. une
fonction lisse telle que f(x) → +∞ lorsque x → ∞ (ou encore dont les en-
sembles de sous-niveau {f ≤ c} sont tous compacts).

Exercice 4.4.4. Montrer que, pour toute suite (fn) de fonctions lisses sur une
variété X, il existe une suite de constantes εn > 0 tendant vers 0 suffisamment
vite pour que f :=

∑
n εnfn définisse une fonction lisse sur X.

Exercice 4.4.5. En utilisant l’exercice précédent, montrer que tout fermé
d’une variété X est le lieu des zéros d’une fonction lisse.

Exercice 4.4.6. Si X est une variété, montrer que pour toute fonction f ∈
C0
c (X) continue à support compact, il existe une suite fj ∈ C∞c (X), à support

dans un compact fixe, telle que fi → f uniformément sur X.



Chapitre 5

Fibrés vectoriels

Dans ce qui suit, X désigne une variété, et on travaille avec des espaces
vectoriels de dimension finie sur K = R ou C.

5.1 Définitions

Familles lisses d’espaces vectoriels

De manière informelle, un fibré vectoriel de rang r sur X est une famille
(Ex)x∈X d’espaces vectoriels qui dépend de façon C∞ du paramètre x ∈ X,
au sens où, pour tout x ∈ X proche d’un point donné, on peut trouver une
base (e1(x), . . . , er(x)) de Ex qui soit une fonction lisse de x.

Pour donner un sens à ceci, une première approche consiste à imiter la
définition des variétés. On appelle ouvert trivialisant (U, φ) d’une famille
(Ex)x∈X d’espaces vectoriels la donnée d’un ouvert U ⊂ X et d’une famille
d’isomorphismes

{φ(x) : Ex ' Kr}x∈U ,

qu’on peut voir de façon équivalente comme la donnée d’une base (e1(x), . . . , er(x))
pour chaque x ∈ U . Un recouvrement trivialisant de E est un recouvrement
de X par des ouverts trivialisants (Ui, φi) deux à deux compatibles, au sens
où les applications de transition gij : Ui ∩ Uj → GL(r,K) définies par

gij(x) := φi(x)φj(x)−1 : Kr ' Kr

sont lisses pour tous i, j. Notons au passage qu’elles satisfont la relation de
cocycle

gij(x)gjk(x)gki(x) = idKr (5.1.1)

pour tout x ∈ Ui∩Uj∩Uk. Deux recouvrements trivialisants (Ui, φi) et (Vj , ψj)
sont équivalents si leur réunion (Ui ∩ Vj , φi, ψj) reste un recouvrement trivia-
lisant, et on appelle structure de fibré vectoriel sur la famille (Ex) une classe
d’équivalence de recouvrements trivialisants.

49



50 CHAPITRE 5. FIBRÉS VECTORIELS

Exemple 5.1.1. Pour tout espace vectoriel V , la famille constante égale à V
est un fibré vectoriel de rang r sur X, appelé fibré trivial sur X de fibre V .

Un fibré vectoriel peut être décrit de façon plus compacte en introduisant
l’ensemble E :=

∐
x∈X Ex, muni de la projection naturelle π : E → X. D’après

l’exercice 2.3.1, un recouvrement trivialisant (Ui, φi) pour (Ex) munit E d’une
unique structure de variété telle que chaque bijection

φi : π−1(Ui) =
⋃
x∈Ui

Ex → Ui ×Kr

induite par les φi(x) : Ex ' Kr soit un difféomorphisme. Cette structure de
variété ne dépend que de la classe d’équivalence de recouvrements trivialisants,
et nous mène à la

Définition 5.1.2. Un fibré vectoriel de rang r sur une variété X consiste en la
donnée d’une variété E, d’une application lisse π : E → X et d’une structure
de K-espace vectoriel sur chaque fibre Ex = π−1(x), le tout étant localement
trivial au sens où, pour tout point de X, il existe un voisinage ouvert U ⊂ X
et un diagramme commutatif

π−1(U)
φ //

π
##

U ×Kr

p1
{{

U

où φ est un difféomorphisme qui induit un isomorphisme linéaire Ex ' {x}×Kr

sur chaque fibre.

On parlera de fibré vectoriel réel ou complexe pour distinguer entre K = R
ou C. La condition de trivialité est locale sur la base X, et elle entrâıne en
particulier que π est une submersion (cf. théorème 3.2.3). On appelle la variété
E réunion des fibres Ex l’espace total du fibré, mais on utilisera souvent E pour
résumer l’ensemble de la donnée du fibré vectoriel.

Exemple 5.1.3. Un espace vectoriel V de dimension r peut être vu comme
un fibré vectoriel de rang r sur un point X = {x}.

Exemple 5.1.4. L’espace total du fibré trivial sur X de fibre V est égal à
X × V .

Remarque 5.1.5. Comme expliqué ci-dessus, la donnée d’un recouvrement
trivialisant (Ui, φi) pour un fibré vectoriel E donne lieu à des applications de
transition lisses gij : Ui ∩ Uj → GL(r,K) satisfaisant la relation de cocycle
(5.1.1). Inversement, la donnée d’un tel cocycle (gij) fournit une donnée de
recollement des variétés Ui×Kr, et produit donc un fibré vectoriel. On prendra
cependant garde au fait que les deux opérations ne sont pas inverses l’une de
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l’autre, le fibré vectoriel recollé étant seulement isomorphe (non canonique-
ment) au fibré vectoriel de départ E. Ceci est clairement illustré par le cas où
X est un point : un fibré vectoriel de rang r sur X est alors un espace vectoriel
de dimension r, alors que le recollement ne fournit que Kr.

Tirés-en-arrière, sections, morphismes

Si E est un fibré vectoriel de rang r sur X et f : Y → X est une appli-
cation lisse, le tiré-en-arrière f∗E est le fibré vectoriel de rang r sur Y ayant
pour fibres la famille reparamétrée (f∗E)y := Ef(y), et pour recouvrements
trivialisants (la classe d’équivalence de) ceux formés des familles{

(f∗E)y = Ef(y) ' Kr
}
y∈f−1(Ui)

induites par les recouvrement trivialisants (Ui, φi) pour E. On notera que le
coycle de f∗E correspondant est simplement la composition de celui de E par
f .

Exemple 5.1.6. On a f∗(X × V ) = Y × V .

Exercice 5.1.7. Si i : Y ↪→ X est l’inclusion d’une sous-variété, i∗E cöıncide
avec E|Y := π−1(Y ).

Une section s d’un fibré vectoriel E est une application lisse s : X → E
telle que π◦s = idX , i.e. s(x) ∈ Ex pour tout x ∈ X. Les sections de E forment
un K-espace vectoriel Γ(X,E) (de dimension infinie dès que dimX > 0). Si
E = X × V est trivial, toute section est de la forme

s(x) = (x, f(x)) ∈ X × V

pour une application lisse f : X → V , et s induit donc un difféomorphisme de
X sur le graphe de f . Plus généralement :

Exercice 5.1.8. Toute section définit un plongement fermé de X dans E.

En particulier, la section nulle de E définit un difféomorphisme de X sur
la sous-variété de E obtenue comme réunion des origines des Ex.

Exercice 5.1.9. En terme du cocycle (gij) associé à un recouvrement trivia-
lisant (Ui, φi) pour E, une section s de E équivaut à une collection d’applica-
tions lisses si : Ui → Kr telles que si = gijsj pour tous i, j.

Si E et F sont des fibrés vectoriels sur X, un morphisme α : E → F
est défini comme un application lisse qui induit pour chaque x ∈ X une
application linéaire αx : Ex → Fx.

Exemple 5.1.10. Une section de E est équivalente à la donnée d’un mor-
phisme de fibrés X ×K→ E.
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Exercice 5.1.11. Un morphisme α : E → F est un isomorphisme ssi αx :
Ex → Fx est inversible pour tout x.

Il semble bien sûr naturel d’autoriser des morphismes entre fibrés vectoriels
définis sur des bases distinctes, mais la notion de tiré-en-arrière rend cette
généralisation inutile :

Exercice 5.1.12. Si E → X et F → Y sont deux fibrés vectoriels sur des
variétés X et Y , la donnée d’un diagramme commutatif

E
α //

��

F

��
X

f // Y

où α, f sont lisses et la restriction αx : Ex → Ff(x) est linéaire pour tout
x ∈ X est équivalente à la donnée d’un morphisme β : E → f∗F de fibrés
vectoriels sur X.

5.2 Suites exactes de fibrés

Rappels d’algèbre linéaire

Le dual V ? d’un espace vectoriel V est l’espace des formes linéaires V → K.
Toute application linéaire α : V → W donne lieu à une application duale
α? : W ? → V ?, qui est injective ssi α est surjective, et vice-versa (on rappelle
que V est supposé de dimension finie). Le bidual V ?? vient avec une injection
canonique V → V ??, qui est un isomorphisme puisque V est de dimension
finie.

Un sous-espace S ⊂ V d’un espace vectoriel donne lieu à un espace quotient
Q := V/S, muni d’une application linéaire surjective π : V → Q.

Exercice 5.2.1. Montrer que l’application linéaire π : V → Q := V/S est
caractérisée à isomorphisme unique près par la propriété universelle suivante :
toute application linéaire α : V → W nulle sur S s’écrit α = ᾱ ◦ π pour une
unique application linéaire ᾱ : Q→W .

En particulier, l’injection duale Q? → V ? identifie Q? avec le sous-espace
S⊥ ⊂ V ? des formes linéaires V → K s’annulant sur S, auquel on peut penser
comme l’espace des �équations� de S.

Exemple 5.2.2. Toute application linéaire α : V → W induit un isomor-
phisme V/Kerα ' Imα.

Une suite d’applications linéaires

. . . // Vi−1
αi−1 // Vi

αi // Vi+1
// . . .
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est exacte si Imαi−1 = Kerαi pour tout i. En particulier, un diagramme
d’applications linéaires

0 // V ′
α // V

β // V ′′ // 0

est une suite exacte courte si α est injective, β est surjective, et Imα = Kerβ.
Si S ⊂ V est un sous-espace et Q = V/S, alors 0 → S → V → Q → 0 est
exacte, et toute suite exacte courte est isomorphe à une suite de ce type.

Sous-fibrés et quotients

Définition 5.2.3. Un sous-fibré vectoriel S ⊂ E d’un fibré vectoriel E sur
X est une famille de sous-espaces vectoriels Sx ⊂ Ex telle qu’il existe un
recouvrement trivialisant (Ui, φi) pour E dans lequel chaque φi(x) : Ex ' Kr

envoie Sx sur un sous-espace fixe de Kr.

De façon équivalente, ceci signifie qu’on peut trouver une base locale lisse
(e1(x), . . . , er(x)) de Ex au voisinage de tout point deX telle que (e1(x), . . . , ep(x))
soit une base de Fx.

La famille (Sx) hérite d’une structure de fibré vectoriel telle que l’inclusion
S ⊂ E soit un morphisme injectif de fibrés, et la famille des quotients Ex/Sx
définit de même un fibré vectoriel E/S avec un morphisme surjectif π : E →
E/S, caractérisé à isomorphisme unique près par une propriété universelle
analogue à celle ci-dessus.

Réciproquement, on a :

Théorème 5.2.4. Si α : E → F est un morphisme injectif (resp. surjectif )
de fibrés vectoriels, la famille des images Imαx (resp. des noyaux Kerαx)
définit un sous-fibré vectoriel Imα ⊂ F (resp. Kerα ⊂ E). De plus, α induit
un isomorphisme E ' Imα (resp. E/Kerα ' F ).

Plus généralement, les images et noyaux d’un morphisme α sont des sous-
fibrés vectoriels ssi α est de rang constant, cf. exercice 5.4.1.

Corollaire 5.2.5. Toute famille (e1, . . . , ep) de sections d’un fibré vectoriel E
qui est linéairement indépendente en tout point peut être complétée, au voisi-
nage de tout point donné de X, en une famille de sections locales (e1, . . . , er)
formant une base de Ex en tout point.

Pour montrer qu’une famille de sous-espaces (Sx)x∈X d’un fibré vectoriel
E est un sous-fibré, il suffit donc d’exhiber localement une famille de sections
(e1, . . . , ep) de E qui forme une base de Sx en tout point.

Preuve du théorème 5.2.4. Le résultat étant local sur X, on peut supposer
que E = X × V et F = X × W sont triviaux, de sorte que α correspond
à une famille lisse d’applications linéaires αx : V → W entre deux espaces
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vectoriels fixés. On suppose pour commencer que αx est injectif pour tout x.
Etant donné x0 ∈ X, il s’agit de construire une famille lisse d’isomorphismes
φx : W ' W ′ pour x dans un voisinage U ⊂ X de x0 envoyant Imαx sur un
sous-espace fixe de W ′. On choisit pour ce faire un supplémentaire S ⊂W de
Imαx0 , et considère la famille lisse d’application linéaires

ψx : W ′ := V ⊕ S →W

définie par ψx(v, s) = αx(V )+s. Puisque αx0 est injective et S est supplémentaire
de Imαx0 , ψx est un isomorphisme x = x0 ; c’est donc aussi le cas pour x
proche de x0, et la famille des inverses φx : W → W ′ envoie Imαx sur le
sous-espace fixe V ⊕ {0} ⊂W ′.

Puisque Imα ⊂ F est une sous-variété, α est lisse en tant qu’application
E → Imα, et donc un isomorphisme (exercice 5.1.11).

Si les αx sont maintenant surjectifs, on choisit un supplémentaire S ⊂ V
de Kerαx0 , et on considère la famille lisse d’applications linéaires

φx = (π, αx) : V → V ′ := (V/S)⊕W.

C’est un isomorphisme pour x = x0, donc aussi pour x proche de x0, et φx
envoie Kerαx sur le sous-espace fixe V/S ⊕ {0}, ce qui montre que la famille
(Kerαx) est un sous-fibré de X × V .

Corollaire 5.2.6. Toute suite exacte courte 0 → E′ → E → E′′ → 0 de
fibrés vectoriels sur X est isomorphe à 0 → S → E → E/S → 0 avec S un
sous-fibré de E.

5.3 Fibrés associés

Une �construction tensorielle� associe à un espace vectoriel V un autre
espace vectoriel, qui peut être par exemple son dual V ?, la somme directe
V ⊕p, l’espace des formes p-linéaires sur V , etc... Comme on va le voir, ces
constructions peuvent se réaliser en famille, et s’étendent donc au cas des
fibrés vectoriels.

Afin de formaliser ceci, on notera VIsor la catégorie dont les objets sont
les K-espaces vectoriels V de dimension r et les flèches sont les isomorphismes
φ : V ' V ′ d’espaces vectoriels. On définit alors une construction tensorielle
comme un foncteur F : VIsor → VIsop, qui associe donc à tout espace vec-
toriel V de dimension r un espace vectoriel F (V ) de dimension p, et à tout
isomorphisme φ : V ' V ′ un isomorphisme F (φ) : F (V ) ' F (V ′), de telle
sorte que

(i) F (idV ) = idF (V ) ;
(ii) F (φ ◦ ψ) = F (φ) ◦ F (ψ).

En particulier, F induit pour tout V un morphisme de groupes

FV : GL(V )→ GL(F (V )),
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et on dira que F est lisse si FV est lisse pour tout V .

Remarque 5.3.1. Le groupe linéaire GL(V ) est un groupe de Lie, i.e. un
groupe muni d’une structure de variété pour laquelle le produit et l’inverse sont
lisses, et on peut montrer que tout morphisme entre groupes de Lie est lisse dès
qu’il est continu (ou même mesurable). Le choix d’une base de R comme Q-
espace vectoriel permet cependant de construire des fonctions additives R →
R qui ne sont pas des homothéties, et donc des morphismes discontinus de
GL(R) = R× dans lui-même.

Remarque 5.3.2. La donnée d’un foncteur F : VIsor → VIsop comme ci-
dessus est en fait équivalente (à isomorphisme canonique près) à celle d’un
morphisme de groupes ρ : GL(r,K) → GL(W ) où W est espace vectoriel de
dimension p. En effet, pour tout espace vectoriel V de dimension r, l’ensemble
Iso(V,Kr) des isomorphismes φ : V ' Kr admet une action transitive sans
point fixe de GL(r,K) par composition à gauche, et on peut alors définir
Fρ(V ) comme le quotient du produit Iso(V,Kr)×W par l’action diagonale de
GL(r,K), muni de sa structure naturelle d’espace vectoriel héritée de celle de
W .

Donnons-nous maintenant une variété X, et notons VIsorX la catégorie
dont les objets sont les fibrés vectoriels E de rang r sur X et les flèches sont
les isomorphismes de fibrés. Si F : VIsor → VIsop est un foncteur lisse et
(Ui, φi) un recouvrement trivialisant d’un fibré E, les trivialisations induites

{F (φi(x)) : F (Ex) ' F (Kr)}x∈Ui

sont deux à deux compatibles par lissité de F , et définissent donc une structure
canonique de fibré vectoriel F (E) sur la famille des F (Ex). On en déduit
aisément le résultat suivant :

Proposition 5.3.3. Un foncteur lisse F : VIsor → VIsop s’étend de façon
unique (à isomorphisme unique près) en un foncteur F : VIsorX → VIsopX
pour chaque variété X, commutant aux tiré-en-arrière au sens où F (f∗E) =
f∗F (E) pour toute application lisse f : Y → X.

La construction précédente s’étend de façon immédiate au cas d’un �mul-
tifoncteur� F (V1, . . . , Vk), et fournit en particulier les objets suivants.

Exemple 5.3.4. Somme directe E1 ⊕ · · · ⊕ Ek de fibrés vectoriels Ei sur X.

Exemple 5.3.5. Fibré dual E? d’un fibré E, et plus généralement fibré des
applications linéaires Hom(E,F ) associé à deux fibrés E,F sur X, de fibres
Hom(E,F )x = Hom(Ex, Fx). Notons que les sections globales

Γ (X,Hom(E,F ))

sont précisément les morphismes de fibrés E → F .
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5.4 Exercices

Exercice 5.4.1. Si α : E → F est un morphisme de fibrés vectoriels sur
une variété X, montrer que la famille des noyaux Kerαx et des images Imαx
forment des sous-fibrés vectoriels de E et F ssi le rang des applications linéaires
αx : Ex → Fx est localement constant.

Exercice 5.4.2. On considère une suite exacte de fibrés vectoriels

0→ E′ → E → E′′ → 0

sur une variété X.
(i) En utilisant une partition de l’unité, montrer que la suite induite

0→ Γ(X,E′)→ Γ(X,E)→ Γ(X,E′′)→ 0

est exacte.
(ii) Montrer que toute suite exacte de fibrés est scindée, i.e. qu’elle cor-

respond à un isomorphisme E ' E′ ⊕ E′′.

Exercice 5.4.3. Soit E une fibré vectoriel sur une variété X, et Y une sous-
variété.

(i) Si Y est fermée, montrer en utilisant une partition de l’unité que l’ap-
plication de restriction Γ(X,E)→ Γ(Y,E|Y ) est surjective.

(ii) Dans le cas général, montrer que toute section dans Γ(Y,E|Y ) s’étend
en une section dans Γ(U,E|U ) pour un voisinage ouvert U ⊂ X de Y .
Peut-on prendre U = X en général ?

Exercice 5.4.4. On appelle métrique euclidienne sur un fibré vectoriel réel
E → X la donnée d’une famille lisse de produits scalaires (définis positifs)
〈·, ·〉x sur les fibres Ex.

(i) Préciser la notion de famille lisse utilisée ici.
(ii) En utilisant une partition de l’unité, montrer que tout fibré vectoriel

admet une métrique euclidienne.

Exercice 5.4.5. Soit E un fibré vectoriel sur X. Montrer que pour tout ouvert
U b X relativement compact, on peut trouver un entier N et un morphisme
X ×KN → E qui soit surjectif en restriction à U .

Cf. exercice 10.4.2 pour un énoncé beaucoup plus fort.

Exercice 5.4.6 (Fibré tautologique d’un espace projectif). Chaque point x ∈
P(V ) correspond par définition à une droites Lx de V .

(i) Montrer que (Lx) définit un sous-fibré L ⊂ P(V )×V de rang 1, appelé
fibré en droites tautologique.

(ii) Montrer que le ruban de Möbius muni de l’application M → S1 est
isomorphe à l’espace total du fibré tautologique sur P1(R) ' S1.
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Exercice 5.4.7 (Fibrés universels sur les grassmanniennes). On obtient de
même une famille tautologique de sous-espaces (Ux) paramétrés par les points
de la grassmannienne x ∈ Gr(r, V ).

(i) Montrer qu’on définit ainsi un sous-fibré vectoriel U , appelé universel,
du fibré trivial X × V .

(ii) Si E est un sous-fibré de rang r du fibré trivial X×V sur une variété
X, montrer que f(x) := [Ex] ∈ Gr(r, V ) définit une application lisse
f : X → Gr(r, V ) avec un isomorphisme E ' f∗U .

Exercice 5.4.8 (Le revêtement d’orientation d’un fibré en droites). Soit L
un fibré en droites réel sur une variété X, i.e. un R-fibré vectoriel de rang 1.
On note Z ⊂ L la section nulle, et Or(L) le quotient de L \Z sous l’action de
R×+.

(i) Montrer que R×+ agit proprement et sans point fixe sur L \ Z, et que
la projection L → X induit une application continue surjective π :
Or(L)→ X.

(ii) Montrer que le groupe à deux éléments Or(R) = R×/R×+ ' {±1} agit
librement sur Or(L), et que π : Or(L)→ X induit un homéomorphisme
Or(L)/Or(R) ' X.

(iii) Montrer que chaque trivialisation L|U ' U×R induit un homéomorphisme
π−1(U) ' U×Or(R) dans lequel π correspond à la première projection,
et décrire les applications de transition.

(iv) Déduire de (iii) que Or(L) est muni d’une structure de variété telle
que chaque π−1(U) ' U×Or(R) soit un difféomorphisme. Vérifier qu’il
s’agit aussi de l’unique structure de variété qui fasse de

π : Or(L)→ X

un difféomorphisme local. On l’appelle revêtement d’orientation de L,
cf. §7.3.

(v) Montrer que Or(R) agit par difféomorphismes sur Or(L), et que π
induit un difféomorphisme Or(L)/Or(R) ' X.

(vi) En utilisant une métrique euclidienne sur L (cf. exercice 5.4.4), mon-
trer que L est trivial ssi π : Or(L) → X admet une section, i.e. une
application lisse σ : X → Or(L) telle que π ◦ σ = id.

Exercice 5.4.9. On va montrer que tout fibré en droites réel L sur Rn est
trivial. D’après l’exercice 5.4.8, il suffit de construire un section du revêtement
d’orientation π : Or(L)→ Rn. Puisque L est trivial au voisinage de 0, on peut
fixer une section σ0 de π sur une petite boule ouverte B0 centrée en 0.

(i) Pour tout x ∈ Rn, montrer qu’on peut trouver des boules ouvertes
B1, . . . , Br telles que

[0, x] ⊂ Ω := B0 ∪ · · · ∪Br,

Bi−1 ∩Bi 6= ∅, et L|Bi soit trivial, pour tout i ≥ 1.
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(i) Montrer qu’il existe une unique section σ de π au dessus de Ω qui
cöıncide avec σ0 sur B0.

(iii) Conclure.

Plus généralement, on montre que tout fibré vectoriel (réel ou complexe)
sur Rn (et même sur toute variété contractile) est trivial.



Chapitre 6

Fibrés tangents et champs de
vecteurs

6.1 Fibrés tangents et fibrés normaux

Fibrés tangents

Le fibré tangent TX d’une variété X de dimension n est le fibré vectoriel
réel de rang n sur X ayant pour fibres les espaces tangents TxX, et pour
recouvrements trivialisants (la classe d’équivalence de) ceux induits par les
différentielles

{dxφi : TxX ' Rn}x∈Ui

des cartes de tout atlas (Ui, φi) de X.

Une section v ∈ Γ(X,TX) du fibré tangent, qui associe donc de façon lisse
à tout point x ∈ X un vecteur tangent v(x) ∈ TxX, est appelée champ de
vecteurs sur X. Il peut aussi être vu comme un opérateur différentiel linéaire
(d’ordre un), qui associe à f ∈ C∞(X) la dérivée directionnelle (aussi appelée
dérivée de Lie, opérateur de transport, etc...) v · f définie par

(v · f)(x) := dxf(v(x)).

La donnée d’une carte φ : U ↪→ Rn sur X, correspondant à des coordonnées
(x1, . . . , xn) sur U ⊂ X, induit une famille de champs de vecteurs sur U notés(

∂

∂x1
, . . . ,

∂

∂xn

)
, (6.1.1)

fournissant une base de TxU = TxX pour tout x ∈ U . Un champ de vecteurs
v sur U s’écrit donc

v =
∑
i

ai
∂

∂xi
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pour une unique famille de fonctions ai ∈ C∞(U), et on a alors pour toute
f ∈ C∞(U)

v · f =
∑
i

ai
∂f

∂xi
.

En particulier, ∂
∂xi
· f = ∂f

∂xi
, ce qui explique le choix de notation !

Exemple 6.1.1. L’espace tangent TV d’un espace vectoriel V est canonique-
ment isomorphe au fibré trivial V × V via les différentielles des translations.

Si f : X → Y est maintenant une application lisse entre deux variétés, les
différentielles dxf : TxX → Tf(x)Y définissent un morphisme

df : TX → f∗TY

de fibrés vectoriels sur X. On prendra garde au fait que l’image par df d’un
champ de vecteurs sur X vit dans Γ(X, f∗TY ), et n’est donc pas un champ
de vecteur sur Y .

Une application lisse f : X → Y est une submersion ssi df : TX → f∗TY
est un morphisme surjectif. D’après la proposition ??, le noyau T (X/Y ) :=
Ker df est alors un sous-fibré de TX, appelé fibré tangent relatif, et qui s’inscrit
dans une suite exacte

0→ T (X/Y )→ TX → f∗TY → 0.

D’après le corollaire 3.2.4, la fibre f−1(f(x)) passant par x ∈ X est une sous-
variété de X, d’espace tangent en x donné par le noyau de dxf , et T (X/Y )
est donc le sous-fibré de TX formé des directions tangentes aux fibres de f .

Fibrés normaux

Considérons maintenant une immersion f : Z → X. D’après la propo-
sition ??, l’image du morphisme injectif de fibrés df : TZ → f∗TX est un
sous-fibré ; on peut donc introduire le fibré quotient

N(Z/X) := f∗TX/ Im df,

appelé fibré normal de l’immersion, qui s’inscrit par définition dans une suite
exacte

0→ TZ → f∗TX → N(Z/X)→ 0

de fibrés vectoriels sur Z. Ce concept est principalement utilisé lorsque Z est
une sous-variété de X, avec f : Z → X l’inclusion. Dans ce cas,

N(Z/X) = TX|Z/TZ,

et le rang de N(Z/X) cöıncide avec la codimension de Z dans X. Le choix
d’une métrique riemannienne sur X induit un isomorphisme

N(Z/X) ' TZ⊥ ⊂ TX|Z
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avec le sous-fibré des directions orthogonales à Z, ce qui explique la termino-
logie.

6.2 Flot d’un champ de vecteurs

Soit v ∈ Γ(X,TX) un champ de vecteurs sur X. Une courbe intégrale de
v est une application lisse γ : I → X définie sur un intervalle ouvert I ⊂ R et
satisfaisant l’équation différentielle

d

dt
γ(t) = v(γ(t)).

Si on écrit

v(x) =
∑
i

ai(x)
∂

∂xi

dans des coordonnées locales centrées en γ(t0), l’équation différentielle équivaut
à

γ̇i(t) = ai(γ(t)), i = 1, . . . , n

pour t proche de t0, et le théorème de Cauchy-Lipschitz entrâıne donc facile-
ment pour chaque x ∈ X l’existence d’une unique courbe intégrale maximale
γx : Ix → X de v, définie sur un intervalle ouvert 0 ∈ Ix ⊂ R et telle que
γx(0) = x.

On dit que v est complet si on a Ix = R pour tout x ∈ X.

Définition 6.2.1. Soit φ : Ω→ X une application lisse définie sur un ouvert
Ω ⊂ R×X, qu’on voit comme une famille d’applications

φt : Ωt := {x ∈ X | (t, x) ∈ Ω} → X.

On dit que φ est un flot si elle satisfait les conditions suivantes :

(i) pour chaque x ∈ X, Ω∩ (R×{x}) est un intervalle (ouvert) contenant
0 ;

(ii) φ0 = idX sur Ω0 = X ;
(iii) pour tous s, t ∈ R, on a Ωt ∩Ωs+t ⊂ φ−1

t (Ωs) et φs+t = φs ◦φt sur cet
ouvert.

Les conditions (ii) et (iii) impliquent que φt est un difféomorphisme de Ωt

sur Ω−t, d’inverse φ−t.

Exemple 6.2.2. Un flot défini sur R × X est équivalent à la donnée d’un
sous-groupe à un paramètre de difféomorphismes de X, i.e. un morphisme de
groupe (R,+)→ Diff(X) tel que l’application d’action R×X → X soit lisse.
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Théorème 6.2.3. Soit v un champ de vecteurs sur X, et pour chaque x ∈ X
γx : Ix → X la courbe intégrale maximale de v passant par x en 0. Alors

Ω :=
⋃
x∈X

Ix × {x} ⊂ R×X

est ouvert, et l’application φ : Ω→ X définie par φ(t, x) = γx(t) est un flot.
Réciproquement, tout flot φ : Ω → X est la restriction du flot du champ

de vecteurs v défini par

v(x) :=
∂

∂t t=0
φ(t, x),

appelé générateur du flot. En particulier, les sous-groupes à un paramètre de
Diff(X) sont en bijection avec les champs de vecteurs complets sur X.

Démonstration. Le fait que Ω est ouvert et que φ est lisse sur Ω découlent du
théorème de dépendance C∞ des solutions d’une équation différentielle en la
solution initiale. Les conditions (i) et (ii) de la définition 6.2.1 sont clairement
satisfaites. Si (t, x) ∈ R × X satisfait t ∈ Ix ⇔ x ∈ Ωt, la courbe translatée
s 7→ γx(s + t), définie pour s + t ∈ Ix ⇔ x ∈ Ωs+t, est une courbe intégrale
de v passant par γx(t) = φt(x) pour s = 0. On a donc Ix − t ⊂ Iφt(x), i.e.
Ωt ∩ Ωs+t ⊂ (φt)

−1(Ωs), et γx(s + t) = γγt(x)(s), i.e. φs+t = φs ◦ φt sur
Ωt ∩ Ωs+t.

Réciproquement, si φ est un flot et x ∈ Ωt, alors φs+t(x) = φs(φt(x)) fait
sens pour tout s proche de 0, et on a donc

∂

∂t
φt(x) =

∂

∂s s=0
φs(φt(x)) = v(φt(x))

pour tout t ∈ Ω∩ (R×{x}), qui est par hypothèse un intervalle ouvert conte-
nant 0. Il en résulte que t ∈ Ω ∩ (R× {x}) ⊂ Ix et φt(x) = γx(t) = φvt (x).

Exemple 6.2.4. Le groupe à un paramètre de translations φt(x) = x + t
correspond au champ de vecteurs v = 1, qui est complet sur R, mais par en
restriction à ]0, 1[.

Théorème 6.2.5 (Sortie de tout compact). Soit γx : Ix → X une courbe
intégrale maximale d’un champ de vecteurs v. Si sup Ix < +∞ (resp inf Ix >
−∞), la restriction de γx à Ix ∩ R+ (resp Ix ∩ R−) est propre.

Démonstration. Pour tout compact K ⊂ X, il existe ε > 0 tel que φε soit
définie sur K. Pour tout t ∈ Ix tel que γx(t) = φt(x) ∈ K,

γx(t+ ε) = φt+ε(x) = φε(φt(x))

est donc bien définie, d’où t + ε < sup Ix, et γ−1
x (K) ∩ R+ est donc compact

si sup Ix < +∞. Le cas inf Ix > −∞ en découle, en remplaçant v par −v.

Corollaire 6.2.6. Si X est compacte, tout champ de vecteurs est complet.
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6.3 Exercices

Exercice 6.3.1. Toute suite d’immersions X
f // Y

g // Z donne lieu à
une suite exacte

0→ N(X/Y )→ N(X/Z)→ f∗N(Y/Z)→ 0.

Exercice 6.3.2. Soit π : E → X un fibré vectoriel.

(i) Montrer que le fibré tangent relatif T (E/X) est canoniquement iso-
morphe à π∗E, et en déduire une suite exacte de fibrés vectoriels

0 // π∗E // TE
dπ // π∗TX // 0 .

(ii) Montrer que le fibré normal du plongement X ↪→ E comme section
nulle est canoniquement isomorphe à E.

Exercice 6.3.3. Montrer que le fibré normal du plongement diagonal X →
X ×X est canoniquement isomorphe au fibré tangent de X.

Exercice 6.3.4. Soit π : X → Y une submersion et Z ⊂ Y une sous-variété,
de sorte que π−1(Z) est une sous-variété de X (exercice 3.2.6). Montrer que
dπ : TX → π∗TY induit un isomorphisme canonique

N
(
π−1(Z)/X

)
' π∗N(Z/Y ).

Exercice 6.3.5 (Fibrés tangent des grassmanniennes). Montrer que les iso-
morphismes canoniques TU Gr(r, V ) ' Hom(U, V/U) de l’exercice 2.4.5 in-
duisent un isomorphisme de fibrés vectoriels

T Gr(r, V ) ' Hom(U,Q),

où U désigne le fibré universel sur Gr(r, V ) et Q le quotient par U du fibré
trivial Gr(r, V )× V .

Exercice 6.3.6. Soit X une variété et H ⊂ X une hypersurface, i.e. une
sous-variété fermée de dimension 1. On va montrer que son fibré normal N :=
N(H/X), qui est un fibré en droites réel sur H, s’étend de façon naturelle en
un fibré en droites réel L sur X, trivial sur X \H.

(i) On appelle équation de H sur un ouvert U ⊂ X une fonction f ∈
C∞(U) telle que H∩U = {f = 0} et dxf 6= 0 pour x ∈ H∩U . Montrer
que la différentielle de f induit une trivialisation φf : N |U ' U × R.

(ii) Si f et g sont deux équations de H sur un même ouvert U , montrer
que f = ug avec u ∈ C∞(U) partout non-nulle, et que l’isomorphisme
de transition φf ◦ φ−1

g : U × R → U × R est donné par multiplication
par u.
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(iii) On définit une famille de droites réelles L = (Lx)x∈X en posant Lx =
Nx pour x ∈ H et Lx = R pour x ∈ X \H. A toute équation f de H
sur un ouvert U , on associe un ouvert trivialisant (U, φ) pour L en
définissant φx : Lx ' R par

φx := (φf )x : Nx → R

pour x ∈ H et φx : R → R donné par multiplication par f(x) pour
x /∈ H. Montrer que ceci munit L d’une structure de fibré en droites,
trivial sur X \H et isomorphe à N en restriction à H.

Exercice 6.3.7. Montrer qu’un champ de vecteurs v sur une variété X est
complet dès qu’il existe t ∈ R tel que φvt soit définie sur X tout entier.

Exercice 6.3.8. Montrer que chaque courbe intégrale maximale γx : Ix → X
d’un champ de vecteurs v tombe dans l’un des trois cas suivants :

(i) Ix = R, γx est constante et v(x) = 0 ;
(ii) Ix = R, γx est périodique et elle induit un plongement S1 ↪→ X ;
(iii) γx est une immersion injective.

Exercice 6.3.9. Une famille lisse de champs de vecteurs (vy)y∈Y sur une
variété X est une application lisse v : X × Y → TX telle que vy := v|X×{y}
est un champ de vecteurs sur X pour tout y ∈ Y . En interprétant v comme un
champ de vecteurs sur X×Y , montrer que le flot φyt (x) de vy est une fonction
C∞ de (t, x, y).

Exercice 6.3.10. Pour toute variété X, montrer que le groupe Diff(X) des
difféomorphismes φ : X → X agit par transformations linéaires sur l’espace
Γ(X,TX) des champs de vecteurs v en posant

φ∗v := dφ ◦ v ◦ φ−1.

Exercice 6.3.11. Un groupe de Lie G est une variété munie d’une structure
de groupe telle que la multiplication et l’inversion sont lisses.

(i) En utilisant l’action de G sur lui-même par multiplication à gauche,
construire une trivialisation canonique TG ' G× TeG, et vérifier que
l’évaluation en e fournit un isomorphisme Γ(G,TG)G ' TeG, où l’es-
pace de gauche désigne les champs de vecteurs sur G qui sont invariant
sous l’action (à gauche) de G.

(ii) Montrer que le flot exp(tv) de tout champ de vecteurs invariant v
satisfait φvt (x) = φvt (e)x et φvs+t(e) = φvs(e)φ

v
t (e), et en déduire que v

est complet.
(iii) Montrer l’application exponentielle exp : TeG→ G définie par exp(v) :=

φv1(e) est lisse, et satisfait d0 exp = idTeG.



Chapitre 7

Formes différentielles

7.1 Un peu d’algèbre multilinéaire

Dans ce qui suit, les espaces vectoriels sont sur un corps K fixé, et peuvent
être de dimension infinie.

Produit tensoriel

On commence par rappeler que tout ensemble I peut être réalisé comme
base d’un K-espace vectoriel K(I), défini comme l’ensemble des éléments (λi)i∈I
de l’espace vectoriel produit KI tels que {i ∈ I | λi 6= 0} est fini. On note
(ei)i∈I la base canonique de K(I). On notera que l’inclusion K(I) ⊂ KI est une
égalité lorsque I est fini, mais est stricte sinon.

Lemme 7.1.1. Une famille de vecteurs (vi)i∈I d’un espace vectoriel V est une
base ssi, pour tout espace vectoriel W , la donnée d’une application linéaire
V →W est équivalente à celle de ses valeurs sur les vi, i.e. l’application

Hom(V,W )→W I , α 7→ (α(vi))i∈I

est bijective.

Démonstration. La condition énoncée est clairement vérifiée par une base.
Réciproquement, on note α : K(I) → V l’application linéaire qui chaque
élément ei de la base canonique de K(I) sur vi ; il s’agit de montrer que α est
un isomorphisme. L’hypothèse fournit une application linéaire β : V → K(I)

qui envoie chaque vi sur ei. Puisque β ◦ α : K(I) → K(I) fixe chaque élément
de la base canonique (ei), elle cöıncide avec l’identité. Puisque α ◦ β : V → V
envoie vi sur vi, l’hypothèse montre de même que α ◦ β = idV , ce qui conclut
la preuve.

65
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Considérons maintenant un nombre fini d’espace vectoriels V1, . . . , Vp,W .
Une application

ϕ : V1 × · · · × Vp →W

est multilinéaire si elle est linéaire en chaque variable.

Théorème 7.1.2. Etant donné des espaces vectoriels V1, . . . , Vp, il existe un
espace vectoriel V1 ⊗ · · · ⊗ Vp, appelé produit tensoriel des Vi, muni d’une
application multilinéaire

V1 × · · · × Vp → V1 ⊗ · · · ⊗ Vp

notée
(v1, . . . , vp) 7→ v1 ⊗ · · · ⊗ vp,

avec la propriété universelle suivante : toute application multilinéaire ϕ : V1×
· · · × Vp → W se factorise de façon unique par une application linéaire ϕ̄ :
V1 ⊗ · · · ⊗ Vp →W , i.e.

ϕ(v1, . . . , vp) = ϕ̄(v1 ⊗ · · · ⊗ vp)

pour tous v1, . . . , vp.
Cette construction est unique à isomorphisme unique près, et est foncto-

rielle, i.e. la donnée d’applications linéaires αi : Vi → V ′i induit une applica-
tion linéaire

α1 ⊗ · · · ⊗ αp : V1 ⊗ · · · ⊗ Vp → V ′1 ⊗ · · · ⊗ V ′p ,

de façon compatible avec la composition.

Démonstration. L’unicité et la fonctorialité résultent de la propriété univer-
selle. Quant à l’existence, elle s’obtient �générateurs et relations� : on considère
le K-espace vectoriel K(Π) de base canonique (ev)v∈Π paramétrée par le pro-
duit Π :=

∏
i Vi, vu comme ensemble, et on définit V1 ⊗ · · · ⊗ Vp comme le

quotient de K(Π) par le sous-espace engendré par les vecteurs de la forme

e(...,vi+v′i,... )
− e(...,vi,... ) − e(...,v′i,... )

et
e(...,λvi,... ) − λe(...,vi,... )

avec vi, v
′
i ∈ Vi et λ ∈ K. Si on note π : K(Π) → V1 ⊗ · · · ⊗ Vp l’application

quotient, la construction garantit que l’application V1×· · ·×Vp → V1⊗· · ·⊗Vp

(v1, . . . , vp) 7→ v1 ⊗ · · · ⊗ vp := π(e(v1,...,vp))

est multilinéaire, et il est aisé de vérifier qu’elle satisfait la propriété universelle
recherchée.
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Proposition 7.1.3. Si (eij) est une base de Vi pour i = 1, . . . , p, alors les
tenseurs e1j1 ⊗ · · · ⊗ epjp forment une base de V1 ⊗ · · · ⊗ Vp. Pour des espaces
de dimension finie, on a donc

dim(V1 ⊗ · · · ⊗ Vp) = (dimV1) . . . (dimVp).

Démonstration. Etant donné un espace vectoriel W , la donnée d’une applica-
tion multinéaire ϕ : V1 × · · · × Vp → W est équivalente à celle de ses valeurs
sur les vecteurs du type (e1j1 , . . . , epjp). De façon équivalente, la donnée d’une
application linéaire α : V1⊗· · ·⊗Vp →W est équivalente à celle de ses valeurs
sur les tenseurs e1j1 ⊗ · · · ⊗ epjp , et on conclut grâce au lemme 7.1.1.

Exercice 7.1.4. Montrer que le produit tensoriel est commutatif, associatif et
distributif, au sens où l’on dispose d’isomorphismes canoniques et fonctoriels

V1 ⊗ V2 ' V2 ⊗ V1,

V1 ⊗ V2 ⊗ V3 ' (V1 ⊗ V2)⊗ V3 ' V1 ⊗ (V2 ⊗ V3)

et

(V1 ⊕ V ′1)⊗ V2 ' (V1 ⊗ V2)⊕ (V ′1 ⊗ V2).

Exercice 7.1.5. Si V,W sont deux espaces vectoriels de dimension finie,
montrer que l’application bilinéaire qui associe à (λ,w) ∈ V ∗×W l’application
linéaire v 7→ λ(v)w induit un isomorphisme

V ∗ ⊗W ' Hom(V,W ).

Produit extérieur

Soient V,W des espaces vectoriels et p ∈ N. Une application multilinéaire
ϕ : V p →W est alternée si

ϕ
(
vσ(1), . . . , vσ(p)

)
= sgn(σ)ϕ(v1, . . . , vp)

pour toute permutation σ ∈ Sp, de signature sgn(σ) ∈ {±1}. Ceci implique
que ϕ(v1, . . . , vp) = 0 lorsque deux des vi sont égaux, la réciproque étant vraie
dès que le corps de base K n’est pas de caractéristique 2.

Théorème 7.1.6. Pour tout espace vectoriel V et tout p ∈ N, il existe un
espace vectoriel

∧p V , appelé p-ème puissance alternée de V , muni d’une ap-
plication p-linéaire alternée

V p →
p∧
V

notée

(v1, . . . , vp) 7→ v1 ∧ · · · ∧ vp,
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avec la propriété suivante : toute application p-linéaire alternée ϕ : V p → W
se factorise de façon unique par une application linéaire ϕ̄ :

∧p V →W .

Cette construction est ici unique à isomorphisme unique près et foncto-
rielle, i.e. toute application linéaire α : V → V ′ induit une application linéaire

p∧
α :

p∧
V →

p∧
V ′.

Démonstration. La preuve est la même que ci-dessus, en définissant cette fois∧p V comme quotient de V ⊗p par le sous-espace engendré par les tenseurs du
type

v1 ⊗ · · · ⊗ vp − sgn(σ)vσ(1) ⊗ . . . vσ(p)

avec v1, . . . , vp ∈ V et σ ∈ Sp.

Remarque 7.1.7. On définit de même les puissances symétriques SpV en
utilisant les applications p-linéaires symétriques sur V , mais nous n’en aurons
pas l’usage dans la suite.

Le raisonnement employé pour montrer la proposition 7.1.3 fournit :

Proposition 7.1.8. Si (e1, . . . , en) est une base de V , alors les eI := ei1 ∧
· · · ∧ eip avec I = {i1 < · · · < ip} ⊂ {1, . . . , n} forment une base de

∧p V . En
particulier,

dim

p∧
V =

(
n

p

)
pour 0 ≤ p ≤ n, et 0 sinon.

En particulier, la droite déterminant de V est l’espace de dimension 1

detV :=
n∧
V.

Exercice 7.1.9. Soit α : V → V ′ une application linéaire entre espaces de
même dimension, et (ei), (e′i) des bases de V, V ′. Montrer que

(detα)(e1 ∧ · · · ∧ en) = c e′1 ∧ · · · ∧ e′n

avec c ∈ K le déterminant de α dans les bases (ei) et (e′i).

Proposition 7.1.10. A toute suite exacte 0→ V ′ → V → V ′′ → 0 correspond
une isomorphisme fonctoriel

detV ' detV ′ ⊗ detV ′′.
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Démonstration. On pose a = dimV ′, b = dimV ′′, et on définit une application
multilinéaire ϕ :′ V ′a × V b →

∧a+b V en posant

ϕ(v′1, . . . , v
′
a, v1, . . . , vb) := v′1 ∧ · · · ∧ v′a ∧ v1 ∧ · · · ∧ vb.

On vérifie aisément que cette quantité est nulle dès que l’un des vi appartient
à V ′, et que ϕ induit donc une application linéaire

∧a V ′ ⊗
∧b V ′′ →

∧a+b V ,
qui fournit l’isomorphisme recherché.

Exercice 7.1.11. Montrer qu’une famille de vecteurs v1, . . . , vp ∈ V est
linéairement indépendante ssi v1 ∧ · · · ∧ vp 6= 0 dans

∧p V .

Exercice 7.1.12. Montrer qu’on dispose d’une unique application bilinéaire

p∧
V ×

p∧
(V ?)→ K

telle que
(v1 ∧ · · · ∧ vp, ϕ1 ∧ · · · ∧ ϕp) 7→ det(ϕi(vj))1≤i,j≤p

pour tous v1, . . . , vp ∈ V et ϕ1, . . . , ϕp ∈ V ?, et montrer qu’elle induit un
isomorphisme canonique

p∧
(V ?) '

(
p∧
V

)?
si V est de dimension finie.

On peut donc identifier
∧p (V ?) ' (

∧p V )? avec l’espace des p-formes
alternées sur V , lorsque ce dernier est de dimension finie.

Algèbres graduées

Une algèbre graduée A =
⊕

p∈NAp est une K-algèbre munie d’une décomposition
en somme directe de sous-espaces vectoriels tels que Ap · Aq ⊂ Ap+q. Un
élément a ∈ A est homogène de degré deg(a) = p si il appartient à l’un des
Ap, et A est dite anticommutative si elle satisfait

ab = (−1)deg(a) deg(b)ba

pour tous a, b ∈ A homogènes (règle d’échange qui induit un signe (−1)deg(a) deg(b)

lorsque l’ordre de a et b sont échangés).

Exemple 7.1.13. Si V est un espace vectoriel,
∧
V :=

⊕
p∈N

∧p V est muni
d’une structure d’algèbre graduée anticommutative, caractérisée par

(v1 ∧ · · · ∧ vp)(w1 ∧ · · · ∧ wq) = v1 ∧ · · · ∧ vp ∧ w1 ∧ · · · ∧ wq.

On appelle
∧
V l’algèbre extérieure de V .
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Si A,B sont deux algèbres graduées anticommutatives, on munit A ⊗ B
d’une structure d’algèbre graduée anticommutative en posant

(A⊗B)m :=
⊕

p+q=m

Ap ⊗Bq,

et

(a⊗ b)(a′ ⊗ b′) = (−1)deg(b) deg(a′)(aa′ ⊗ bb′),

pour a, b, a′, b′ homogènes (règle d’échange).

Exercice 7.1.14. Montrer que ceci définit bien une structure d’algèbre graduée
anticommutative sur A ⊗ B, et que la donnée de deux morphismes A → C,
B → C vers une algèbre graduée anticommutative induit un unique morphisme
A⊗B → C (i.e. A⊗B est le coproduit de A et B dans la catégorie des algèbres
graduées anticommutatives).

Exercice 7.1.15. Montrer que l’algèbre extérieure
∧
V d’un espace vectoriel

V est caratérisée par la propriété universelle suivante : une application linéaire
V → A1 vers la partie de degré 1 d’une algèbre graduée anticommutative A
s’étend de façon unique en un morphisme d’algebres graduées

∧
V → A.

Exercice 7.1.16. Si V,W sont deux espaces vectoriels, montrer qu’on dispose
d’un isomorphisme canonique et fonctoriel∧

(V ⊕W ) '
(∧

V
)
⊗
(∧

W
)
.

Remarque 7.1.17. Si V est de dimension finie, on peut voir α ∈
∧p V ? et

β ∈
∧q V ? comme des formes multilinéaires alternées sur V (exercice 7.1.12),

et on montre que leur produit extérieur est explicitement donné par

(α ∧ β)(v1, . . . , vp+q) =
∑
σ

sgn(σ)α
(
vσ(1), . . . , vσ(p)

)
β
(
vσ(p+1), . . . , vσ(p+q)

)
,

où la somme est prise sur les permutations σ ∈ Sp+q telles que

σ(1) < · · · < σ(p) et σ(p+ 1) < · · · < σ(p+ q).

7.2 L’algèbre extérieure d’une variété

Formes différentielles

Si X est une variété, on note T ?X son fibré cotangent, i.e. le dual de son
fibré tangent TX, et

∧p T ?X le fibré vectoriel associé via le foncteur V 7→∧p V . Une p-forme différentielle sur X est une section ω du fibré
∧p T ?X,
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qu’on peut donc voir comme une famille lisse de p-formes alternées ωx sur les
espaces tangents TxX de X. On note

Ωp(X) := Γ

(
X,

p∧
T ?X

)
,

l’espace des p-formes sur X, et on définit l’algèbre extérieure de X en posant

Ω(X) :=
⊕
p∈N

Ωp(X) = Γ
(
X,
∧
T ?X

)
,

qui une algèbre graduée anticommutative pour le produit extérieur.

Cette construction est fonctorielle, i.e. toute application lisse φ : X → Y
induit un morphisme d’algèbres graduées (de degré 0) φ∗ : Ω(Y )→ Ω(X), qui
satisfait (φ ◦ ψ)∗ = ψ∗ ◦ φ∗. Si α est une p-forme sur Y , la p-forme φ∗α est
appelée tiré-en-arrière de α par φ.

La différentielle d’une fonction f ∈ C∞(X) = Ω0(X) définit une famille
lisse de formes linéaires dxf ∈ T ?xX, qu’on peut donc voir comme une 1-forme
df ∈ Ω1(X), et on a d(f ◦ φ) = φ∗df pour toute φ : X → Y .

Exemple 7.2.1. Si on note (xi) les coordonnées d’un ouvert de carte U ⊂ X,
leurs différentielles dxi définissent une base de T ?U , et toute p-forme ω sur U
s’écrit de façon unique

ω =
∑
|I|=p

ωIdxI

où dxI := dxi1 ∧ · · · ∧ dxip pour toute partie I = {i1 < · · · < ip} ⊂ {1, . . . , n}
et les ωI sont des fonctions lisses sur U .

Si φ : Y → X est une application lisse et φi := xi ◦ φ désigne les compo-
santes de sa restriction à φ−1(U), alors

φ∗ω =
∑
I

(ωI ◦ φ)dφI

sur φ−1(U), où l’on note comme avant dφI = dφi1 ∧ · · · ∧ dφip .

Exercice 7.2.2. Pour une fonction lisse f sur un ouvert de carte, on a

df =

n∑
i=1

∂f

∂xi
dxi.

La différentielle extérieure

Théorème 7.2.3. Etant donnée une variété X, il existe une unique façon
d’associer à tout ouvert U ⊂ X une application linéaire d : Ω(U) → Ω(U) de
degré 1 avec les propriétés suivantes :
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1. compatibilité : d coincide avec la définition précédente en degré 0 ;

2. localité : d commute à la restriction aux sous-ouverts.

3. dérivation : d satisfait la formule de Leibniz graduée

d(α ∧ β) = dα ∧ β + (−1)deg(α)α ∧ dβ

(règle d’échange entre α et d) ;

4. condition de complexe : d ◦ d = 0 ;

On a en outre d ◦ φ∗ = φ∗ ◦ d pour toute application lisse φ : X → Y .

Démonstration. Soient (xi) les coordonnées d’un ouvert de carte U ⊂ X, et
considérons une p-forme ω =

∑
|I|=p ωIdxI . Les conditions sur d donnent

dω =
∑
I

dωI ∧ dxI =
∑
I,i

∂ωI
∂xi

dxi ∧ dxI , (7.2.1)

ce qui montre que d est unique sur U , et il suffit donc de prouver l’existence
localement. On choisit donc des coordonnées locales (xi), et on définit d par
(7.2.1). Pour voir que d est une antidérivation, il suffit de vérifier que

d ((f dxI) ∧ (g dxJ)) = d(f dxI) ∧ (g dxJ) + (−1)|I|f dxI ∧ d(g dxJ) (7.2.2)

pour f, g ∈ C∞ et I, J ⊂ {1, . . . , n}. Par définition, le membre de gauche de
(7.2.2) vaut

d(fg) ∧ dxI ∧ dxJ = (g df + f dg) ∧ dxI ∧ dxJ ,

et le membre de droite de (7.2.2) s’écrit

(df ∧ dxI) ∧ (g dxJ) + (−1)|I|f dxI ∧ (dg ∧ dxJ)

= g df ∧ dxI ∧ dxJ + f dg ∧ dxI ∧ dxJ ,

d’où (7.2.2). Il reste à montrer que d2 = 0, et il suffit à nouveau de le tester
sur une p-forme du type f dxI . On a par définition

d2(f dxI) = d(df ∧ dxI) = d

(∑
i

∂f

∂xi
dxi ∧ dxI

)

=
∑
i

d

(
∂f

∂xi

)
dxi ∧ dxI =

∑
ij

∂2f

∂xi∂xj
dxj ∧ dxi ∧ dxI ,

qui est nulle par symétrie de ∂2f/∂xi∂xj et antisymétrie de dxj ∧ dxi.
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7.3 Orientation et intégration

Orientabilité et orientation d’une variété

On rappelle qu’un difféomorphisme φ entre ouverts de Rn préserve l’orien-
tation si sa différentielle en tout point préserve l’orientation, ce qui revient à
dire que le déterminant jacobien de φ est partout strictement positif.

C’est par exemple le cas de tout difféomorphisme C-différentiable entre
ouverts de Cn, en vertu du fait suivant :

Exercice 7.3.1. Toute application C-linéaire A : Cn → Cn peut être vue
comme une application R-linéaire AR : R2n → R2n, et on a alors detAR =
|detA|2.

Définition 7.3.2. On dit qu’une variétéX est orientable si elle admet un atlas
orienté, i.e. un atlas dont les applications de transition préservent l’orientation
de Rn. Deux atlas orientés sont alors dits équivalents si les applications de
transition entre leurs cartes respectives préservent l’orientation, et on définit
une orientation de X comme une classe d’équivalence d’atlas orientés.

Exemple 7.3.3. Toute variété X de dimension 0 est orientable, et une orien-
tation de X revient à choisir un signe εx ∈ ±1 pour tout point x ∈ X.

La remarque ci-dessus implique :

Exemple 7.3.4. Toute variété complexe, vue comme variété C∞, est munie
d’une orientation canonique. C’est en particulier le cas de l’espace projec-
tif complexe Pn(C) et, plus généralement, de toute grassmannienne Gr(r, V )
associée à un C-espace vectoriel V ' Cn.

En revanche, l’espace projectif réel Pn(R) est orientable ssi n est impair,
cf. exercice 7.6.4.

Comme on va le voir, l’orientabilité et l’orientation d’une variété admettent
une description commode en terme de formes différentielles.

Définition 7.3.5. On appelle forme volume sur une variété X une n-forme
ω partout non-nulle.

Une forme volume est donc une section partout non-nulle du fibré en
droites réel det(T ?X) ' (detTX)?, et il s’ensuit que X admet une forme
volume ssi detTX est trivial.

Exemple 7.3.6. Toute carte (U, φ) d’une variété définit sur U une forme
volume

ωφ := φ?(dx1 ∧ · · · ∧ dxn).

Si ω est une forme volume sur X et α une n-forme, on note α/ω ∈ C∞(X)
la fonction telle que α = (α/ω)ω.
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Exercice 7.3.7. Si (U, φ), (V, ψ) sont deux cartes de X, alors ωφ/ωψ > 0 sur
U ∩ V ssi φ ◦ ψ−1 préserve l’orientation de Rn.

Définition 7.3.8. Si ω est une forme volume sur X, on dit qu’un atlas (Ui, φi)
est ω-compatible s’il satisfait ωφi/ω > 0 sur chaque Ui.

Il résulte de l’exercice 7.3.7 qu’un atlas ω-compatible est automatiquement
orienté, et que l’orientation de X qu’il définit ne dépend que de ω.

On peut maintenant énoncer :

Théorème 7.3.9. Une variété X est orientable ssi elle admet une forme
volume. Tout atlas orienté est alors compatible avec une forme volume ω, et
ceci induit une bijection entre les orientations de X et les classes de formes
volume sur X pour la relation d’équivalence ω ∼ ω′ ⇐⇒ ω/ω′ > 0.

Corollaire 7.3.10. Une variété connexe orientable admet exactement deux
orientations.

Lemme 7.3.11. Supposons donné un recouvrement ouvert (Ui) de X et des
formes volume ωi sur chaque Ui, telles que ωi/ωj > 0 sur Ui ∩ Uj. Alors il
existe une forme volume ω sur X telle que ω/ωi > 0 sur chaque Ui.

Démonstration. Si (θi) une partition de l’unité subordonnée à (Ui), alors ω :=∑
i θiωi est une n-forme sur X. On fixe i, et on pose pour tout j fij :=

θjωj/ωi ∈ C∞(Ui). On a alors fij ≥ 0, fij ≡ 0 pour presque tout j, et
ω/ωi =

∑
j fij ≥ 0 sur Ui. Pour tout x ∈ Ui, on peut de plus trouver j tel que

θj(x) > 0, et donc fi(x) ≥ fij(x) > 0 ; le résultat suit.

Preuve du théorème 7.3.9. Soit (Ui, φi) un atlas orienté, et posons ωi := ωφi .
L’exercice 7.3.7 montre que ωi/ωj > 0 sur Ui ∩ Uj , et le lemme 7.3.11 fournit
donc une forme volume ω surX telle que ω/ωi > 0 sur chaque Ui, ce qui signifie
que l’atlas (Ui, φi) est ω-compatible. Supposons réciproquement donnée une
forme volume ω sur X, et soit (Ui, φi) un atlas de X avec Ui connexe pour tout
i. Pour chaque i, la fonction ωφi/ω ∈ C∞(Ui) est partout non-nulle, et donc
soit partout positive, soit partout négative (strictement). On pose ψi := φi
dans le premier cas, et ψi := A ◦ φi dans le second, avec A : Rn → Rn la
réflexion A(x1, . . . , xn) = (−x1, x2, . . . , xn). Puisque A?(dx1 ∧ · · · ∧ dxn) =
−dx1 ∧ · · · ∧ dxn, on a alors ωψi

/ω = −ωφi/ω > 0. Ceci montre que l’atlas
(Ui, ψi) est ω-compatible, ce qui conclut la preuve.

Définition 7.3.12. On dira qu’une n-forme α sur une variété orientée est
positive, noté α ≥ 0, si α/ω ≥ 0 sur X pour une (et donc toute) forme volume
définissant l’orientation de X.

Exemple 7.3.13. Un difféomorphisme φ : X → Y entre variétés orientées
préserve l’orientation ssi φ∗ω > 0 pour toute forme volume ω > 0 sur Y . Si
X = Y est connexe, cette condition ne dépend pas du choix de l’orientation
de X.
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Intégration sur une variété orientée

On commence par définir l’intégrale de formes à support compact.

Théorème 7.3.14. Si X est une variétée orientée, il existe une unique ap-
plication linéaire

∫
X : Ωn

c (X) → R sur l’espace des n-formes ω à support
compact telle que, pour toute carte (U, φ) préservant l’orientation et toute
fonction f ∈ C∞c (φ(U)),∫

X
φ∗(fdx1 ∧ . . . dxn) =

∫
Rn

fdx

cöıncide avec l’intégrale de Lebesgue de f . On a de plus :
(i)

∫
X ω ≥ 0 pour toute ω ∈ Ωn

c (X) avec ω ≥ 0 ;
(ii)

∫
X ω =

∫
Y φ
∗ω pour tout difféomorphisme φ : Y → X de variétés

orientées préservant l’orientation.

Exemple 7.3.15. Si X est de dimension n = 0, une orientation de X corres-
pond à une collection de signes ε ∈ {±1}X (cf. exemple 7.3.3), un élément de
Ω0
c(X) à une fonction f : X → R nulle en dehors d’un sous-ensemble fini, et

on a
∫
X f =

∑
x∈X εxf(x).

Démonstration. Tout point de X appartient à une carte (U, φ) (connexe)
préservant l’orientation (après composition avec un automorphisme linéaire
adéquat). On peut donc couvrir X par une famille de cartes (Ui, φi) préservant
l’orientation, et on choisit alors une partiton de l’unité (θi) soit subordonnée.
Pour toute ω ∈ Ωn

c (X), ωi := θiω ∈ Ωn(X) est à support compact dans Ui, et
ω =

∑
i ωi, avec ωi = 0 sauf pour un nombre fini d’indices i. On peut écrire

(φ−1
i )∗ωi = fi dx1 ∧ · · · ∧ dxn

avec fi ∈ C∞c (φi(Ui)), et on pose∫
X
ω :=

∑
i

∫
Rn

fidx. (7.3.1)

Etant donnée une carte φ : U ' Ω ⊂ Rn préservant l’orientation et f ∈
C∞c (φ(U)), il reste maintenant à vérifier que ω := φ∗(fdx1 ∧ · · · ∧ dxn) vérifie∫
X ω =

∫
Rn fdx. On note pour cela ψi := φ ◦ φ−1

i : φi(U ∩ Ui) ' φ(U ∩ Ui) les
applications de transition, et on observe que

(φ−1
i )∗(θiω) = (θi ◦ φ−1

i )(f ◦ ψi)ψ∗i (dx1 ∧ · · · ∧ dxn)

=
[((

θi ◦ φ−1
)
f
)
◦ ψi

]
Jψi

dx1 ∧ · · · ∧ dxn,

avec Jψi
le jacobien de ψi. Par (7.3.1), on a donc∫

X
ω =

∑
i

∫
φi(U∩Xi)

[((
θi ◦ φ−1

)
f
)
◦ ψi

]
Jψi

dx.
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Puisque φi et φ préservent l’orientation, le jacobien de ψi est positif ; la formule
habituelle du changement de variable donne donc∫
φi(U∩Xi)

[((
θi ◦ φ−1

)
f
)
◦ ψi

]
dx =

∫
φ(U∩Xi)

(
θi ◦ φ−1

)
fdx =

∫
Rn

(
θi ◦ φ−1

)
fdx,

et on obtient bien∫
X
φ∗(fdx1 ∧ · · · ∧ dxn) =

∫
Rn

(∑
i

θi ◦ φ−1

)
fdx =

∫
Rn

fdx.

Si maintenant f : Y → X est une application lisse d’une variété orientée Y
de dimension p vers une variété quelconque X, on pourra �intégrer sur Y � une
p-forme α ∈ Ωp(X) en considérant

∫
Y f
∗α, qui fait sens dès que f−1(suppα)

est compact.
En particulier, on peut intégrer une p-forme à support compact α ∈ Ωp

c(X)
sur toute sous-variété fermée orientée Y ⊂ X en posant

∫
Y α :=

∫
Y ι
∗α, avec

ι : Y ↪→ X l’inclusion.

Le théorème précédent permet en fait de définir une théorie de l’intégration
beaucoup plus générale. On s’appuie pour ceci sur la forme suivante du théorème
de Riesz.

Lemme 7.3.16. Toute forme linéaire positive λ : C∞c (X)→ R est de la forme
f 7→

∫
X fµ pour une unique mesure positive µ sur X.

Démonstration. D’après l’exercice 4.4.6, toute f ∈ C0
c (X) s’écrit comme li-

mite uniforme d’une suite fi ∈ C∞c (X) à support dans un compact fixe K
(cf. théorème 9.2.1 pour une vaste généralisation). Choisissons une fonction
plateau χ ∈ C∞(X) telle que 0 ≤ χ ≤ 1, χ ≡ 1 sur K. Puisque

−‖fi − fj‖∞χ ≤ fi − fj ≤ ‖fi − fj‖∞χ,

on obtient |λ(fi)−λ(fj)| ≤ λ(χ)‖fi−fj‖∞, ce qui montre que la suite λ(fi) est
de Cauchy. On montre facilement que sa limite λ(f) ne dépend pas du choix
de (fi), et on obtient ainsi une unique extension de λ à une forme linéaire
positive λ : C0

c (X) → R. Le résultat est maintenant une conséquence du
classique théorème de Riesz.

Pour toute forme volume ωX > 0 sur X, l’application linéaire C∞c (X)→ R
par f 7→

∫
X fωX est positive, ce qui permet d’identifier ωX à une mesure

positive sur X.

Définition 7.3.17. Une n-forme intégrable ω sur X est une section mesurable
du fibré en droites detT ?X telle que f ∈ L1(X,ωX), où ωX > 0 est une forme
volume et f est la fonction mesurable telle que ω = fωX . On pose alors∫
X ω =

∫
X fωX .
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Exercice 7.3.18. Vérifier que la définition précédente ne dépend pas du choix
de ωX .

7.4 La formule de Stokes

Un demi-espace d’un R-espace vectoriel V de dimension finie est défini
comme l’une des deux composantes connexes du complémentaire d’un hyper-
plan de V . On peut alors trouver un isomorphisme linéaire V ' Rn tel que le
demi-espace corresponde à

H := {x ∈ Rn | x1 < 0}.

Définition 7.4.1. Un ouvert Ω ⊂ X est dit à bord lisse si tout point x ∈ X
appartient à une carte (U, φ) telle que φ(U ∩ Ω) = φ(U) ∩H.

On dira qu’une telle carte (U, φ) est adaptée à Ω.

Remarque 7.4.2. La condition requise est automatiquement remplie si x
n’appartient pas au bord topologique ∂Ω = Ω\Ω. En effet, si x ∈ Ω (resp. x /∈
Ω), on peut choisir une carte (U, φ) contenant x telle que U soit contenu dans
(resp. disjoint de) Ω, puis s’arranger, en restreignant U et en translatant φ,
pour que φ(U) soit contenu dans (resp. disjoint de) H.

Exercice 7.4.3. L’exercice 1.1.19 implique que toute carte (U, φ) adaptée à
Ω satisfait φ(U ∩ ∂Ω) = φ(U) ∩ ∂H.

Par conséquent, le bord topologique ∂Ω est une sous-variété de X de co-
dimension 1, i.e. une hypersurface (fermée).

On suppose maintenant la variété X orientée, et on va montrer que l’hy-
persurface ∂Ω hérite alors d’une orientation canonique. Dans le cas modèle du
demi-espace H ⊂ Rn, on munit l’hyperplan ∂H = {x1 = 0} de l’orientation
induite par H ' Rn−1 x 7→ (x2, . . . , xn).

Lemme 7.4.4. Si X est une variété orientée et Ω ⊂ X un ouvert à bord lisse,
alors il existe une unique orientation de ∂Ω telle que, pour toute carte (U, φ)
adaptée à Ω avec φ préservant l’orientation, φ|U∩∂Ω : U ∩ ∂Ω ' φ(U) ∩ ∂H
préserve lui aussi l’orientation.

Démonstration. On peut trouver un atlas (Ui, φi) de X constitué de cartes
adaptées à Ω telles que chaque φi préserve l’orientation. Il suffit en effet de
partir d’une atlas quelconque formé de cartes connexes (Ui, φi) adaptées à Ω,
et de composer chaque φi renversant l’orientation par la réflexion

(x1, . . . , xn) 7→ (x1,−x2, x3, . . . , xn),

qui préserve H.
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Pour un tel atlas, chaque application de transition

φij := φi ◦ φ−1
j : φj(Ui ∩ Uj) ' φi(Ui ∩ Uj)

préserve l’orientation de Rn ; elle envoie de plus φj(Ui ∩ Uj) ∩H sur φi(Ui ∩
Uj)∩H, et il en résulte facilement que la restriction de φij à ∂H préserve elle
aussi l’orientation. Ceci montre que (Ui ∩ ∂Ω, φi) est un atlas orienté de ∂Ω,
ce qui fournit l’orientation de ∂Ω recherchée.

Exemple 7.4.5. Pour a < b ∈ R, l’ouvert ]a, b[⊂ R est à bord lisse, et
∂[a, b] = {a, b} est orienté par εa = −1, εb = 1, et donc

∫
∂[a,b] f = f(b)− f(a)

pour toute fonction f : {a, b} → R (cf. exemple 7.3.15).

Théorème 7.4.6 (Formule de Stokes). Soit Ω ⊂ X un ouvert à bord lisse
d’une variété orientée. Pour toute forme α ∈ Ωn−1

c (X), on a alors∫
Ω
dα =

∫
∂Ω
α.

En particulier,
∫
X dα = 0.

Le membre de gauche est ici défini comme
∫
X 1Ωdα, la n-forme mesurable

1Ωdα étant bornée et à support compact, donc intégrable.

Exemple 7.4.7. Pour Ω =]a, b[⊂ R, la formule de Stokes devient
∫

]a,b[ f
′(t)dt =

f(b)− f(a) pour toute f ∈ C∞c (R).

Démonstration. Comme dans la preuve du lemme 7.4.4, on peut trouver un
atlas (Ui, φi) constitué de cartes adaptées à Ω avec φi préservant l’orientation.
On choisir alors une partition de l’unité (θi) subordonnée à (Ui), et on pose
αi := θiα ∈ Ωn

c (Ui) ⊂ Ωn
c (X). On a alors α =

∑
i αi, la somme étant finie,

et il suffit donc de montrer le résultat lorsque α = αi est à support dans une
carte (U, φ) adaptée à Ω avec φ préservant l’orientation. Puisque φ induit un
difféomorphisme U ∩ ∂Ω ' φ(U) ∩ ∂H, α′ := (φ−1)?α ∈ Ωn

c (φ(U)) ⊂ Ωn
c (Rn)

satisfait ∫
Ω
dα =

∫
U∩Ω

dα =

∫
φ(U)∩H

dα′ =

∫
H
dα′,∫

∂Ω
α =

∫
U∩∂Ω

α =

∫
φ(U)∩∂H

α′ =

∫
∂H

α′,

et on est finalement ramené au cas où α ∈ Ωn
c (Rn) et Ω = H. On écrit alors

α =
n∑
i=1

αidx1 ∧ · · · ∧ d̂xi ∧ · · · ∧ dxn

avec αi ∈ C∞c (Rn), et donc

dα =
∑
i

(−1)i−1∂αi
∂xi

dx1 ∧ · · · ∧ dxn.
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et
α|∂Ω = α1(0, x2, . . . , xn)dx2 ∧ · · · ∧ dxn|∂H .

En utilisant Fubini et la formule d’intégration par parties en une variable,
il s’ensuit que∫

H
dα =

∑
i

(−1)i−1

∫
{x1<0}

∂αi
∂xi

dx =

∫
x′∈Rn−1

α1(0, x′)dx′ =

∫
∂H

α.

Le dernier point s’obtient en prenant Ω = X, et donc ∂Ω = ∅.

Le théorème de Stokes implique la formule d’intégration par parties sui-
vantes :

Corollaire 7.4.8. Si X est orientée, Ω ⊂ X est un ouvert à bord lisse et
α ∈ Ωp

c(X), β ∈ Ωn−p−1(X), alors∫
∂Ω
α ∧ β =

∫
Ω
dα ∧ β + (−1)p

∫
Ω
α ∧ dβ.

En particulier, ∫
X
dα ∧ β = (−1)p+1

∫
X
α ∧ dβ.

Démonstration. On a d(α∧β) = dα∧β+(−1)pα∧dβ, et la formule de Stokes
donne le résultat en intégrants sur Ω.

7.5 Intégrale-fibre et formule de Stokes à
paramètre

Dans ce qui suit, X est une variété de dimension n. Pour toute variété Y ,
on note pX : X × Y → X et pY : X ×X → Y les deux projections.

Définition 7.5.1. On dira qu’une forme α ∈ Ω(X×Y ) est à support compact
dans X si pX(suppα) est relativement compact dans X, i.e. suppα ⊂ K × Y
pour un compact K ⊂ X.

On note Ωc,X(X × Y ) l’espace correspondant, qui satisfait donc

Ωc(X × Y ) ⊂ Ωc,X(X × Y ) ⊂ Ω(Y ×X).

Pour toute α ∈ Ωc,X(X × Y ) et β ∈ Ω(Y ), on a α ∧ p?Y β ∈ Ωc,X(X × Y ), et
β ∈ Ωc(Y ) =⇒ α ∧ p?Y β ∈ Ωc(X × Y ).

Ceci montre que Ωc,X(X×Y ) et Ωc(X×Y ) sont des sous-modules gradués
de Ω(X × Y ), vu respectivement comme Ω(Y )-module et Ωc(Y )-module (à
droite) gradué via le morphisme d’algèbres graduées p?Y : Ω(Y )→ Ω(X × Y ).

On suppose maintenant X orientée, et on se donne une partie mesurable
A ⊂ X. L’intégration sur A fournit alors une forme linéaire

∫
A : Ωn

c (X)→ R,
qu’on étend à Ωc(X) en posant

∫
A α = 0 pour α ∈ Ωp

c(X) avec p < n. Le
résultat suivant fournit une version à paramètre de cette construction :
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Théorème 7.5.2. Soit X,Y des variétés, avec X orientée, et A ⊂ X une
partie mesurable. Il existe alors une application linéaire graduée

∫
A : Ωc,X(X×

Y ) → Ω(Y ) de degré −dimX telle que, pour toute α ∈ Ωc,X(X × Y ), tout
ouvert orienté U ⊂ Y et toute forme β ∈ Ωc(U), la formule de projection∫

U

(∫
A
α

)
∧ b =

∫
A×U

α ∧ p?Y β) (7.5.1)

soit satisfaite.

On notera que
∫
A α = 0 pour α ∈ Ωp

c,X(X × Y ) avec p < dimX, puisque∫
A est de degré −dimX.

Corollaire 7.5.3. Si on suppose de plus A précompact dans X, alors l’intégrale-
fibre s’étend une unique application linéaire graduée

∫
A : Ω(X × Y ) → Ω(Y )

de degré −dimX satisfaisant la formule de projection (7.5.1) pour toute α ∈
Ω(X × Y ).

Lemme 7.5.4. Une p-forme α ∈ Ωp(Y ) sur une variété Y est nulle ssi
∫
U α∧

β = 0 pour toute carte U ⊂ Y et β ∈ ΩdimY−p
c (U).

Démonstration. Soit y ∈ Y et U ⊂ Y une carte contenant y. On note (y1, . . . , yn)
les coordonnées de U , et on décompose α =

∑
|I|=p αIdyI avec αI ∈ C∞(U).

On fixe I, de complémentaire J , on choisit une fonction 0 ≤ χ ∈ C∞c (U) avec
χ(y) > 0, et on pose β := χαIdyJ . Alors α ∧ β = ±χα2

Idy1 ∧ · · · ∧ dyn, donc∫
U χα

2
Idy1 ∧ · · · ∧ dyn = 0, ce qui implique χα2

I ≡ 0, et donc αI(y) = 0.

Preuve du théorème 7.5.2. Pour α ∈ Ωc,X(X × Y ), U ⊂ Y une carte et β ∈
Ωc(U), les propriétés requises impliquent∫

U

(∫
A
α

)
∧ β =

∫
U

(∫
A

(α ∧ p?Y β)

)
=

∫
A×U

(α ∧ p?Y β) ,

et le lemme 7.5.4 fournit donc l’unicité de l’intégrale-fibre. Pour établir l’exis-
tence, on commence par supposer que X et Y admettent des coordonnées glo-
bales (x1, . . . , xn) et (y1, . . . , yp). Dans ce cas, toute forme α ∈ Ωc,X(X × Y )
s’écrit de façon unique

α =
∑
I,J

αIJ(x, y)dxI ∧ dyJ ,

où I et J parcourent respectivement les parties de {1, . . . , n} et {1, . . . , p}, et
αIJ ∈ C∞(X × Y ) est à support dans K × Y pour un compact K ⊂ X. On
vérifie alors sans peine que∫

A
α :=

∑
I,J

(∫
A
αIJ(x, y)dxI)

)
∧ dyJ
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satisfait les propriétés souhaitées (où l’on se souvient que, par convention,∫
A αIJdxI = 0 si |I| 6= n). On suppose ensuite que Y seule admet des coor-

données globales ; on choisit un atlas (Xi) de X, et une partition de l’unité
(θi) qui lui est subordonnée. Si on se donne α ∈ Ωc,X(X × Y ) et un compact
K ⊂ X tel que suppα ⊂ K × Y , alors J := {i ∈ I | supp θi ∩K 6= ∅} est fini,
et α =

∑
i∈J αi où αi := θiα ∈ Ωc,Xi(Xi × Y ). Par l’étape précédente,

∫
A αi

est définie, et il suffit de poser
∫
A α :=

∑
i∈J
∫
A αi.

Dans le cas général, on choisit un atlas (Yj) de Y . Pour chaque j, on
a αj := α|X×Yj ∈ Ωc,X(X × Yj), et

∫
A αj ∈ Ω(Yj) est définie, par l’étape

précédente. Par unicité de l’intégrale-fibre, on a nécessairement
∫
A αj =

∫
A αk

sur Yj ∩ Yk pour tous j, k, ce qui montrent que les
∫
A αj se recollent pour

fournir la forme
∫
A α ∈ Ω(Y ) recherchée.

Preuve du corollaire ??. L’unicité résulte à nouveau du lemme 7.5.4. Ce der-
nier et la formule de projection (7.5.1) montrent par ailleurs que

∫
A α = 0

dès que α ∈ Ωc,X(X × Y ) s’annule en tout point de A × Y . Puisque A est
contenue dans un compact de X, on peut choisir χ ∈ C∞c (X) avec χ ≡. Pour
toute α ∈ Ω(X ×Y ), on a alors p?Xχ ∈ Ωc,X(X ×Y ). La remarque précédente
implique de plus que

∫
A α :=

∫
A p

?
Xχα ne dépend pas du choix de χ, et ceci

montre l’existence de l’intégrale-fibre
∫
A : Ω(X × Y )→ Ω(Y ).

Exercice 7.5.5. Toute application lisse f : Y ′ → Y induit une application

(idX ×f)? : Ωc,X(X × Y )→ Ωc,X(X × Y ′),

et on a ∫
A

(idX ×f)?α = f?
∫
A
α.

pour toute α ∈ Ωc,X(X × Y ).

On peut maintenant énoncer une version à paramètre de la formule de
Stokes :

Théorème 7.5.6. Soient X,Y des variétés avec X orientée, et Ω ⊂ X un
ouvert à bord lisse. Pour toute forme α ∈ Ωc,X(X × Y ), on a alors α|∂Ω×Y ∈
Ωc,∂Ω(∂Ω× Y ), et ∫

Ω
dα =

∫
∂Ω
α|∂Ω×Y + (−1)dimXd

∫
Ω
α.

Si Ω est compact, cette formule est valable pour toute α ∈ Ω(X × Y ).

Le cas particulier suivant, connu sous le nom de formule d’homotopie,
jouera un rôle crucial dans la démonstration de l’invariance par homotopie de
la cohomologie de de Rham.
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Corollaire 7.5.7. Pour tout t ∈ R, soit ιt : Y → R × Y le plongement y 7→
(t, y). Pour tous a < b ∈ R et α ∈ Ω(R× Y ), on a alors

ι?bα− ι?aα = d

∫
[a,b]

α+

∫
[a,b]

dα.

Preuve du théorème 7.5.6. On suppose α ∈ Ωp
c,X(X × Y ) de degré p, et donc∫

Ω α ∈ Ωp−n(Y ) avec n = dimX. Pour toute carte U ⊂ Y et β ∈ Ωc(U), on a
par intégration par parties (cf. corollaire 7.4.8)∫

U
d

(∫
Ω
α

)
∧ β = (−1)p−n+1

∫
U

(∫
Ω
α

)
∧ dβ.

Une nouvelle intégration par parties fournit par ailleurs∫
∂Ω×U

α ∧ p?Y β =

∫
Ω×U

dα ∧ p?Y β + (−1)p
∫

Ω×U
α ∧ dp?Y β,

ce qui se réécrit∫
U

(∫
∂Ω
α|∂Ω×U

)
∧ β =

∫
U

(∫
Ω
dα

)
∧ β + (−1)p

∫
U

(∫
Ω
α

)
∧ β.

On obtient donc∫
U

(∫
Ω
dα

)
∧ β =

∫
U

(∫
∂Ω
α|∂×U

)
∧ β + (−1)n

∫
U
d

(∫
Ω
α

)
∧ β,

ce qui, par le lemme 7.5.4, équivaut à la formule souhaitée. Lorsque Ω est
compact, le résultat est valable pour toute α ∈ Ω(X × Y ), puisqu’on peut la
remplacer par χα ∈ Ωc,X(X × Y ) avec χ ∈ C∞c (X) avec χ ≡ 1 au voisinage
de Ω.

7.6 Exercices

Exercice 7.6.1. On suppose que X est orientable. Montrer qu’une sous-
variété Y ⊂ X est orientable ssi son fibré normal N(Y/X) est orientable.
En déduire qu’une hypersurface H ⊂ X est orientable ssi il existe un champ
de vecteurs ν sur X avec ν(x) /∈ TxH pour tout x ∈ H.

Exercice 7.6.2. Déduire des exercices 6.3.6 et 5.4.9 que toute hypersurface
fermée de Rn est orientable. Est-ce encore vrai pour une hypersurface locale-
ment fermée ? (on pourra penser au ruban de Möbius).

Exercice 7.6.3. Si φ : X → Y est un difféomorphisme local, alors Y orien-
table implique X orientable.
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Exercice 7.6.4. Soit G un groupe agissant proprement discontinûment sur
une variété connexe X. On rappelle que l’espace des orbites est muni d’une
unique structure de variété telle que π : X → X/G soit un difféomorphisme
local.

(i) Montrer qu’une p-forme sur X est G-invariante ssi elle est le tiré-en-
arrière d’une p-forme sur X/G.

(ii) Montrer que X/G est orientable ssi X est orientable et G préserve
l’orientation.

(iii) Montrer que le ruban de Möbius et la bouteille de Klein ne sont pas
orientables, et montrer que Pn(R) est orientable ssi n pair.

Exercice 7.6.5 (Revêtement d’orientation d’une variété). On définit le revêtement
d’orientation π : Or(X) → X d’une variété X comme le revêtement d’orien-
tation du fibré en droites detTX (cf. exercice 5.4.8).

(i) Montrer que la donnée d’une orientation de X équivaut à celle d’une
section de π, i.e. une application lisse σ : X → Or(X) telle que π ◦σ =
id.

(ii) Montrer que la variété Or(X) est toujours orientable, et que l’involu-
tion de Or(X) préserve l’orientation ssi X est orientable.

(iii) En déduire que toute variété connexe non-orientable est le quotient
d’une variété connexe orientable par une involution sans point fixe ren-
versant l’orientation.

Exercice 7.6.6 (Variétés de dimension 1). Soit X une variété connexe de
dimension 1. On souhaite montrer que X est difféomorphe à R ou S1.

(i) On suppose d’abord que X est orientable. Conclure en utilisant l’exer-
cice 6.3.8.

(ii) Montrer que tout difféomorphisme de R ou de S1 renversant l’orienta-
tion admet un point fixe, et utiliser l’exercice précédent pour conclure.

Exercice 7.6.7. Montrer que la 1-forme α = 1
x2+y2

(xdy − ydx) sur R2 \ {0}
satisfait dα = 0, et calculer son intégrale sur le cercle unité. Peut-on écrire
α = df avec f ∈ C∞(R2 \ {0}) ?

Exercice 7.6.8. Si X,X ′ sont orientées, X ×X ′ est munie de l’orientation
produit et π : X ×X ′ → X, π′ : X ×X ′ → X ′ désignent les deux projections,
montrer que ∫

X×X′
π∗α ∧ π′∗α′ =

(∫
X
α

)(∫
X′
α′
)

pour α ∈ ΩdimX(X), α′ ∈ ΩdimX′(X ′).





Chapitre 8

Cohomologie de de Rham

8.1 Cohomologie d’un complexe

Dans ce qui suit, tous les espaces vectoriels et algèbres sont sur un corps
K fixé.

Homologie d’un espace vectoriel différentiel

Un espace vectoriel différentiel (C, dC) est la donnée d’un espace vectoriel
C et d’une application linéaire dC : C → C tel que dC ◦ dC = 0. Pour faire
bref, on désignera simplement par C l’espace vectoriel différentiel, et d sa
différentielle.

Les sous-espaces de cycles et de bords de C sont respectivement définis
comme Z := Ker d et B := Im d, et l’homologie de C est l’espace vectoriel
quotient H(C) := Z/B.

Un morphisme f : C → C ′ d’espaces vectoriels différentiels est une ap-
plication linéaire telle que fd = df ; un tel morphisme vérifie f(Z) ⊂ Z ′ et
f(B) ⊂ B′, et induit donc une application linéaire

H(f) : H(C)→ H(C ′).

Cette construction est fonctorielle, i.e. satisfait H(f ◦ g) = H(f) ◦ H(g). Si
H(f) est un isomorphisme, on dit que f est un quasi-isomorphisme.

Définition 8.1.1. Deux morphismes f, g : C → C ′ d’espaces vectoriels
différentiels sont homotopes, noté f ∼ g, s’il existe une application linéaire
K : C → C ′ telle que f − g = d ◦K +K ◦ d.

La terminologie sera jusifiée par le théorème 8.3.3. L’homotopie est claire-
ment une relation d’équivalence, et il est immédiat de voir que

f ∼ g =⇒ H(f) = H(g).

85
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Exemple 8.1.2. Pour montrer qu’un morphisme f : C → C ′ est un quasi-
isomorphisme, il suffit d’exhiber g : C ′ → C tel que g ◦ f = id et f ◦ g ∼ id.

Considérons maintenant une suite exacte

0 // C ′
i // C

p // C ′′ // 0

d’espaces vectoriels différentiels.

Lemme 8.1.3. La suite induite

H(C ′)
H(i) // H(C)

H(p) // H(C ′′)

est exacte.

Démonstration. Soit x ∈ Z tel que [x] est dans le noyau de H(p), i.e. p(x) =
dy′′. Si y ∈ C est un antécédent de y′′, alors p(x) = dp(y) = p(dy), et donc
x = dy + i(x′). Puisque dx = i(dx′) = 0, on a x′ ∈ Z ′ par injectivité de i, i.e.
[x] = H(i)[x′].

Les flèches H(i) est H(p) ne sont respectivement pas injectives et sur-
jectives en général, et on va voir que le noyau de H(i) et l’image sont tous
deux contrôlés par une même application linéaire ∂ : H(C ′′)→ H(C), appelée
morphisme de connexion.

Notons tout d’abord que p(C) = C ′′ entrâıne B′′ = dp(C) = p(dC) =
p(B), et la surjectivité de H(p) est donc équivalente à p(Z) = Z ′′. Tout x′′ ∈
Z ′′ admet un antécédent x ∈ C, bien défini modulo i(C ′). On p(dx) = dp(x) =
dx′′ = 0, donc dx ∈ i(C ′) ∩ Z = i(Z ′), et dx est bien défini modulo di(C ′) =
i(dC ′) = i(B′). Par injectivité de i, l’application x′′ 7→ dx mod i(B′) définit
une application linéaire Z ′′ → Z ′/B′ = H(C ′). Si x′′ ∈ B′′, on peut en choisir
un antécédent x ∈ B, et donc dx = 0. Il en résulte que Z ′′ → H(C ′) passe au
quotient, définissant l’application ∂ : H(C ′′)→ H(C ′) recherchée.

Proposition 8.1.4. Pour toute suite exacte

0 // C ′
i // C

p // C ′′ // 0

d’espaces vectoriels différentiels, la suite induite

H(C ′′)
∂ // H(C ′)

H(i) // H(C)
H(p) // H(C ′′)

∂ // H(C ′)

est exacte.

Démonstration. Soit x′′ ∈ Z ′′, et x ∈ C un antécédent. Par construction,

[x′′] ∈ Ker ∂ ⇐⇒ dx ∈ i(B′) = di(C ′)⇐⇒ x+ i(C ′) ∩ Z 6= ∅
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⇐⇒ x′′ ∈ p(Z)⇐⇒ [x′′] ∈ ImH(p),

ce qui prouve l’exactitude en H(C ′′). De plus, l’image de Im ∂ consiste en les
classes modulo B′ des x′ ∈ Z ′ tels que i(x′) ∈ dC = B. En d’autres termes,
Im ∂ = i−1(B)/B′ = KerH(i), ce qui montre l’exactitude en H(C ′).

Exercice 8.1.5 (Lemme des cinqs). Considérons un diagramme commutatif
d’espaces vectoriels

M1
//

f1
��

M2
//

f2
��

M3
//

f3
��

M4
//

f4
��

M5

f5
��

N1
// N2

// N3
// N4

// N5

dont les lignes sont exactes. Montrer que si f1, f2, f4 et f5 sont des isomor-
phismes, alors f3 l’est aussi.

Exercice 8.1.6 (Fonctorialité). Considérons un diagramme d’espaces vecto-
riels différentiels

0 // C ′ //

��

C //

��

C ′′ //

��

0

0 // D′ // D // D′′ // 0

(8.1.1)

dont les lignes sont exactes.
(i) Vérifier que le diagramme induit

H(C ′′)
∂ //

��

H(C ′)

��
H(D′′)

∂ // H(D′)

est commutatif.
(ii) Si deux des flèches verticales de (8.1.1) sont des quasi-isomorphismes,

montrer que la troisième l’est aussi.

Cohomologie d’une complexe

Un complexe d’espaces vectoriels C• est une suite doublement infinie d’ap-
plications linéaires

. . . // Cq−1 dq−1
// Cq

dq // Cq+1 // . . .

telle que dq ◦ dq−1 = 0 pour tout q ∈ Z. L’espace Bq := Im dq−1 des q-cobords
est donc contenu dans celui Zq := Ker dq des q-cocycles, et on définit le q-ème
espace de cohomologie de C• comme le quotient Hq(C•) := Zq/Bq, qui mesure
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donc le défaut d’exactitude en Cq. Un morphisme de complexes f : C• → C ′•

est une suite d’applications linéaires f q : Cq → C ′q telles que dqf q = f qdq, et
il induit fonctoriellement des morphismes Hq(f) : Hq(C•)→ Hq(C ′•). Enfin,
une homotopie entre deux deux morphismes de complexes f, g : C• → C ′•

est la donnée d’une suite d’applications linéaires Kq : Cq → Cq−1 telle que
f q − gq = dKq +Kq+1d pour tout q.

Ces définitions sont en fait un cas particulier des précédentes, car la donnée
d’un complexe C• est équivalente à celle d’un espace vectoriel différentiel
gradué

⊕
q∈ZC

q dont la différentielle d est de degré 1, i.e. d(Cq) ⊂ Cq+1.
Les cycles, bords et homologie se décomposent alors en⊕

q∈Z
Zq,

⊕
i∈Z

Bq et
⊕
i∈Z

Hq(C•),

et un morphisme de complexes est un morphisme d’espaces vectoriels différentiels
gradués de degré 0. Par construction, le morphisme de connexion d’une suite
exacte de complexes

0→ C ′• → C• → C ′′• → 0

est de degré 1, i.e. consiste en une suite de morphismes

∂q : Hq(C ′′•)→ Hq+1(C ′•)

s’inscrivant dans une suite exacte longue

· · · → Hq−1(C ′′•)→ Hq(C ′•)→ Hq(C•)→ Hq(C ′′•)→ Hq+1(C ′•)→ . . . .

Exercice 8.1.7. Une algèbre différentielle graduée est une algèbre graduée
anticommutative A =

⊕
q∈NAq munie d’une différentielle d de degré 1 satis-

faisant la formule de Leibniz graduée. Montrer que H(A) est alors également
une algèbre graduée anticommutative.

8.2 Cohomologie de de Rham

Soit X une variété de dimension n. On définit la cohomologie de de Rham
H(X) comme l’algèbre de cohomologie (cf. exercice 8.1.7) de l’algèbre différentielle
graduée

Ω(X) =
⊕

Ωp(X),

et la cohomologie de de Rham à support compact Hc(X) comme celle de

Ωc(X) =
⊕

Ωp
c(X).

On a donc

Hp(X) = {p-formes fermées}/{p-formes exactes},

et de même pour Hp
c (X) avec des formes à support compact. On a bien sûr

H(X) = Hc(X) si X est compact.
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Exemple 8.2.1. On note que Hp(X) = 0 pour p < 0 et p > n, et H0(X) =
Rπ0(X).

Toute application lisse f : X → Y induit un morphisme d’algèbres différentielles
f∗ : Ω(Y )→ Ω(X), et donc un morphisme d’algèbres graduées

f∗ : H(Y )→ H(X).

Si f est de plus propre, f∗ envoie Ωc(Y ) dans Ωc(X), d’où

f∗ : Hc(Y )→ Hc(X).

Exemple 8.2.2. H0
c (X) ' Rπ0,c(X), avec π0,c(X) l’ensemble des composantes

connexes compactes de X.

Proposition 8.2.3. Si X est orientable, alors Hn
c (X) 6= 0.

Comme on le verra plus loin, la réciproque est aussi vraie (pourX connexe),
cf. exercice 8.6.4.

Démonstration. Toute n-forme α sur X est automatiquement fermée, car dα ∈
Ωn+1(X). Fixons maintenant une ortientation de X. Si U ⊂ X est une carte de
coordonnées (xi), on peut trouver χ ∈ C∞c (U) telle que α := χdx1 ∧ · · · ∧ dxn
satisfait

∫
U α =

∫
X α 6= 0. La classe de α dans Hn

c (X) est alors non nulle,
sinon α = dβ avec β ∈ Ωn−1

c (X), et
∫
X dβ = 0 par Stokes.

8.3 Homotopie et lemme de Poincaré

Invariance par homotopie

Si X,Y sont deux variétés et F ⊂ X est un fermé, on dit qu’une application
f : F → Y est lisse si elle est la restriction d’une application lisse f̃ : U → Y
sur un voisinage ouvert U ⊂ X de F .

Une homotopie est une application lisse H : [0, 1] × X → Y au sens
précédent, i.e. admettant une extension lisse à un voisinage de [0, 1]×X dans
R×X. On peut voir une homotopie comme un chemin lisse (ht)t∈[0,1] d’appli-
cations lisses ht : X → Y , via ht(x) = H(t, x).

Définition 8.3.1. Deux applications lisses f, g : X → Y sont homotopes s’il
existe une homotopie (lisse) h avec h0 = f et h1 = g. On dit X est contractile
si l’identité idX est homotope à une constante.

Lemme 8.3.2. Deux applications lisses f, g : X → Y sont homotopes ssi il
existe une aplication lisse H : R×X → Y telle que h0 = f et h1 = g.
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Démonstration. La condition est clairement suffisante. Supposons réciproquement
donnée une homotopie H : [0, 1] × X → Y telle que h0 = f et h1 = g. On
peut trouver θ ∈ C∞(R) telle que 0 ≤ θ ≤ 1, θ = 0 sur ]−∞, 0] et θ = 1 sur
[1,+∞[, et l’application H̃ : R×X → Y définie par

H̃(t, x) := H (θ(t), x)

est alors lisse, avec h̃0 = f et h̃1 = g.

Théorème 8.3.3. Deux applications lisses homotopes f, g : X → Y induisent
des morphismes homotopes f∗, g∗ : Ω(Y ) → Ω(X) d’algèbres différentielles
graduées, et donc f∗ = g∗ comme applications H(Y )→ H(X).

Corollaire 8.3.4. Pour toute variété contractile X,

Hp(X) =

{
R pour p = 0
0 sinon.

On dit qu’une sous-variété Z ⊂ X est un rétract de X s’il existe une
rétraction, i.e. une application lisse p : X → Z telle que p ◦ ι = idZ , avec
ι : Z ↪→ X l’inclusion. On a alors ι∗p∗ = id, ce qui momtre que le morphisme
de restriction ι∗ : H(X)→ H(Z) est surjectif.

Si de plus ι ◦ p : X → X est homotope à idX on dit que Y Z est un
rétracte par déformation de X, et le théorème 8.3.3 montre que ι∗ est alors
un isomorphisme.

Exercice 8.3.5. Vérifier que ht(x) = (1− t)x+ tx/‖x‖ définit une rétraction
par déformation de Rn \ {0} sur la sphère Sn−1.

Preuve du théorème 8.3.3. On suppose que f, g : X → Y sont homotopes.
D’après le lemme 8.3.2, on peut trouver H : R × X → Y lisse avec h0 = f
et h1 = g, i.e. f = H ◦ i0, g = H ◦ i1. Les applications induites Ω(Y ) →
Ω(X) satisfont f∗ = i∗0H

∗ et g∗ = i∗1H
∗. D’après la formule d’homotopie du

corollaire 7.5.7, on a

i∗1 − i∗0 = d

∫
[0,1]

+

∫
[0,1]

d.

On en déduit g∗ − f∗ = dK + Kd avec K :=
∫

[0,1] ◦H
∗, ce qui montre que

les morphismes d’algèbres différentielles graduées f∗, g∗ : Ω(Y ) → Ω(X) sont
bien homotopes.

Lemme de Poincaré à support compact

Théorème 8.3.6. Pour toute variété X, l’intégrale-fibre
∫
R : Ωc(R ×X) →

Ωc(X) induit un isomorphisme∫
R

: Hc(R×X) ' Hc(X)

de degré −1.
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Corollaire 8.3.7. La cohomologie à support compact de Rn est donnée par

Hp
c (Rn) =

{
R pour p = n
0 sinon.

Démonstration. Le théorème 7.5.6 implique
∫
R d = −d

∫
R, de sorte que

∫
R

induit bien une application en cohomologie. On choisit ensuite χ ∈ C∞c (R)
telle que

∫
R χ(t)dt = 1. La formule de projection donne

∫
R (χdt ∧ •) = id sur

Ωc(X), et il suffira donc de montrer que χdt∧
(∫

R •
)

est homotope à l’identité
de Ωc(R×X). Or un calcul en coordonnées locales sur X montre qu’on a

χdt ∧
(∫

R
α

)
− α = dKα±Kdα

avec K : Ωc(R×X)→ Ωc(R×X) défini par

Kα =

∫ t

−∞
α−

(∫ t

−∞
χdt

)∫
R
α.

8.4 Suite de Mayer-Vietoris et bons
recouvrements

Suite de Mayer-Vietoris

Théorème 8.4.1. Si X = U ∪ V avec U, V ouverts, alors on a des suites
exactes longues

· · · → Hp(X)→ Hp(U)⊕Hp(V )→ Hp(U ∩ V )→ . . .

et
· · · → Hp

c (U ∩ V )→ Hp
c (U)⊕Hp

c (V )→ Hp
c (X)→ . . .

Démonstration. On dispose d’une suite de morphismes de complexes

0→ Ω(X)→ Ω(U)⊕ Ω(V )→ Ω(U ∩ V )→ 0, (8.4.1)

où la première flèche envoie ω ∈ Ω(X) sur (ω|U , ω|V ), et la seconde (α, β) ∈
Ω(U)⊕Ω(V ) sur α|U∩V −β|U∩V . La suite exacte longue cherchée provient du
fait que (8.4.1) est exacte, le seul point non trivial étant la surjectivité de la
flèche de droite. En d’autres termes, il s’agit de montrer que toute forme γ ∈
Ω(U ∩V ) s’écrit comme différence de formes s’étendant respectivement à U et
V . Soit (θU , θV ) une partition de l’unité associée au recouvrement X = U ∪V .
Puisque supp θV est contenu dans V , l’ouvert U est recouvert par les ouverts
U ∩ V et U \ supp θV . Les formes θV γ ∈ Ω(U ∩ V ) et 0 ∈ Ω(U \ supp ρV )
étant égales sur l’intersection U ∩ V \ supp θV , elles se recollent en une forme
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α ∈ Ω(U). De même, −ρUγ se prolonge par 0 en β ∈ Ω(V ), et on a par
construction α|U∩V − β|U∩V = (ρV + ρU )γ = γ.

Le cas à support compact se traite de même en considérant la suite exacte

0→ Ωc(U ∩ V )→ Ωc(U)⊕ Ωc(V )→ Ωc(X)→ 0, (8.4.2)

où la première flèche envoie γ ∈ Ωc(U ∪ V ) sur ses prolongements par 0 à U
et V , et la seconde envoie (α, β) sur la différence de leur prolongements par 0
à X.

Exercice 8.4.2. En recouvrant la sphère Sn ⊂ Rn+1 par les calottes {xn+1 >
−ε} et {xn+1 < ε}, montrer par récurrence sur n que

Hp(Sn) =

{
R pour p = 0 ou n;
0 sinon.

Bons recouvrements

Définition 8.4.3. Un bon recouvrement (Ui)i∈N d’une variété X est un recou-
vrement ouvert localement fini tel que toute intersection finie UI :=

⋂
i∈J Ui

avec I ⊂ N est soit vide, soit difféomorphe à Rn.

Théorème 8.4.4. Toute variété X admet un bon recouvrement (Ui), qu’on
peut de plus supposer raffinant n’importe quel recouvrement ouvert donné.

Lemme 8.4.5. Tout ouvert étoilé Ω ⊂ Rn est difféomorphe à Rn.

Démonstration. On suit [GT]. On suppose Ω étoilé en 0, et on cherche un
difféomorphisme φ : Ω→ Rn sous la forme φ(x) = f(x)x telle que f : Ω→ R×+
soit lisse et strictement croissante et propre sur chaque rayon Ω∩R+x. Cette
condition implique que φ est bijective et que dxf(x) > 0 en tout x ∈ Ω, ce
qui entrâıne aisément que φ est un difféo local en tout point. On obtient f en
posant

f(x) =

(∫ 1

0
g(tx)−1dt

)2

‖x‖2

avec g : Rn → R+ lisse telle que Ω = {g > 0}.

Preuve du théorème 8.4.4. On suit [Dem, Lemma IV.6.9]. Soit (Vα, φα)α∈A
un recouvrement localement fini de X par des cartes. Pour chaque x ∈ X on
note Ax l’ensemble (fini) des α tels que x ∈ Vα, on choisit αx ∈ Ax et on pose
φx := φαx et gx := ‖φx−φx(x)‖2. Pour chaque α ∈ Ax, gx◦φ−1

α est strictement
convexe au voisinage de φα(x), et donc sur φα({gx < ε}) pour tout 0 < ε� 1.

D’après l’exercice 4.1.9, on peut trouver une suite de points xi ∈ X et
de constantes 0 < εi � 1 tels que les ouverts Ui := {gxi < εi} forment un
recouvrement localement fini de X, et on pose φi := φxi et

gi := gxi = ‖φi − φi(xi)‖2.
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Pour tout ensemble fini d’indices i0, . . . , ir, on a alors

φi0(Ui0 ∩ · · · ∩ Uir) =
r⋂

k=0

{gik ◦ φ
−1
i0

< εik},

qui est convexe, et on conclut par le lemme 8.4.5.

Corollaire 8.4.6. Si X admet un bon recouvrement fini, alors H(X) et Hc(X)
sont de dimension finie. En particulier, H(X) = Hc(X) est de dimension finie
lorsque X est compacte.

Démonstration. Par récurrence sur le nombre d’ouverts d’un bon recouvre-
ment fini, via Mayer-Vietoris.

La dimension bp := dimHp(X) se nomme p-ème nombre de Betti de X.

8.5 Théorème de Leray et dualité de Poincaré

Théorème de Leray

Le corollaire 8.4.6 peut en fait être grandement précisé, pour fournir une
description de la cohomologie de X en fonction de la combinatoire d’un bon
recouvrement (Ui)i∈N.

Pour chaque q ∈ N, on définit Σq comme l’ensemble des parties finies I ⊂ N
de cardinal q + 1 avec UI non-vide. Une q-cochâıne de Cech est un élément
c = (cI) de Cq := RΣq , et on définit la différentielle de Cech δ : Cq → Cq+1

en posant pour c ∈ Cq et I = {i0 < · · · < iq+1} dans Σq+1

(δc)I :=

q∑
k=1

(−1)kcIk

avec Ik := {i0 < · · · < ik−1 < ik+1 < · · · < iq+1}. On vérifie que δ ◦ δ = 0, et
on appelle complexe de Cech associé au (bon) recouvrement (Ui) le complexe
(C•, δ) ainsi défini.

Le résultat suivant est un avatar en cohomologie de de Rham d’un théorème
de Leray en cohomologie des faisceaux.

Théorème 8.5.1. Si (Ui) est un bon recouvrement de X, alors Hq(X) est iso-
morphe au q-ème groupe de cohomologie du complexe de Cech (C•, δ) associé
au recouvrement (Ui).

Démonstration. Pour chaque q ∈ N, on définit le q-ème complexe de Mayer-
Vietoris associé au recouvrement (Ui) comme

MVq :=
∏
|I|=q+1

Ω(UI)
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muni de la différentielle induite par d sur chaque Ω(UI). Puisque les UI non
vides sont difféomorphes à Rn, on a

Hp(MVq) =
∏
|I|=q+1

Hp(UI) =

{
RΣq(X) pour p = 0;
0 sinon.

(8.5.1)

On définit pour chaque q un morphismes de complexes δq : MVq → MVq+1

en posant comme ci-dessus

(δα)I :=

q+1∑
k=0

(−1)kαIk ,

de sorte que la suite induite H0(MV0) → H0(MV1) → . . . cöıncide avec la
complexe de Cech C0 → C1 → . . . via l’identification (8.5.1). En utilisant
une partition de l’unité (θi) subordonnée au recouvrement (Ui) comme dans
le théorème 8.4.1, on montre que la suite

0→ Ω(X)→ MV0 → MV1 → . . .

est exacte, où la première flèche envoie α ∈ Ω(X) sur (α|Ui) ∈ MV0 et les
autres sont les δq. Si on note Kq le noyau de MVq → MVq+1, on dispose donc
de suites exactes courtes de complexes

0→ K0 → MV0 → K1 → 0,

0→ K1 → MV1 → K2 → 0,

. . .

0→ Kq−1 → MVq−1 → Kq → 0,

dont les suites exactes longues associées fournissent, au vu de (8.5.2), des
isomorphismes

Im
[
H0(MVq−1)→ H0(Kq)

]
' H1(Kq−1) ' · · · ' Hq−1(K1) ' Hq(K0) = Hq(X),

la dernière égalité découlant de K0 = Ω(X). Ceci fournit l’isomorphisme re-
cherché puisque Kq = Ker

[
MVq → MVq+1

]
implique

H0(Kq) ' Ker
[
H0(MVq)→ H0(MVq+1)

]
' Ker

[
δ : Cq → Cq+1

]
,

l’image de H0(MVq−1) → H0(Kq) correspondant à celle de δ : Cq−1 → Cq.
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Dualité de Poincaré

Théorème 8.5.2. Pour toute variété orientée X de dimension n, l’accouple-
ment

Hq(X)×Hn−q
c (X)→ R

induit par (α, β) 7→
∫
X α ∧ β fournit un isomorphisme Hq(X) ' Hn−q

c (X)?.

Corollaire 8.5.3. Si X est connexe orientable, alors Hn
c (X) ' R.

Preuve du théorème 8.5.2. On choisit un bon recouvrement (Xi) de X, et on
introduit pour chaque q le complexe

MVq
c :=

∏
|I|=q+1

Ωn−•
c (UI)

?,

muni la différentielle induite par la transposée de d sur chaque facteur. Puisque
chaque UI non vide est difféomorphe à Rn, le théorème 8.3.6 donne

Hp(MVq
c) =

{
RΣq(X) pour p = 0;
0 sinon.

(8.5.2)

On définit des morphismes de complexes δ : MVq
c → MVq+1

c via des sommes
alternées similaires à celles du théorème 8.5.1. Un argument de partition de
l’unité montre que la suite ainsi définie

Ωn−•
c (X)? → MVc

0 → MV1
c → . . .

est exacte, et le même raisonnement que pour le théorème 8.5.1 fournit donc
des isomorphismes

Hn−q
c (X)? ' Hq(H0(MV•c)) ' Hq(C•).

En outre, on vérifie aisément que la diagramme

Ω•(X)

��

//MV0 //

��

MV1

��

// . . .

Ωn−•
c (X)? //MV0

c
//MV1

c
// . . .

induit par l’accouplement de dualité de X et des XJ commute au signe près.
On en déduit un diagramme commutatif

Hq(X) //

��

Hq(C•)

id
��

Hn−q
c (X)? // Hq(C•)

dans lequel les flèches horizontales sont des isomorphismes, ce qui montre que
la flèche de dualité en est également un.
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8.6 Exercices

Exercice 8.6.1. D’après le théorème 8.3.6, toute 1-forme fermée à support
compact α sur Rn s’écrit α = df avec f ∈ C∞c (Rn). Donner une formule
explicite pour une telle primitive f .

Exercice 8.6.2. Si X est une variétée compacte connexe orientable, montrer
qu’un difféomorphisme de X renversant l’orientation ne peut être homotope à
un difféomorphisme préservant l’orientation.

Exercice 8.6.3 (Théorème de la boule chevelue, d’après Milnor). On va mon-
trer que la sphère Sn admet un champ de vecteurs partout non-nul ssi n est
impair.

(i) Si n = 2k − 1 est impair, montrer que

v(x) = (x2,−x1, . . . , x2k,−x2k−1)

définit un champ de vecteurs sur Sn partout non-nul.
(ii) Soit v un champ de vecteurs partout non-nul sur Sn. Montrer qu’on

peut supposer ‖v(x)‖ = 1 pour tout x, et vérifier que

ht(x) := cos(πt)x+ sin(πt)v(x)

définit alors une homotopie entre l’identité de Sn et l’antipodie.
(iii) Conclure via l’exercice 8.6.2.

Exercice 8.6.4. En utilisant le revêtement d’orientation (cf. exercice 7.6.5),
montrer que toute variété non-orientable X satisfait Hn

c (X) = 0.

Exercice 8.6.5. Soit G un groupe fini agissant librement sur une variété X, et
π : X → Y := Y/G le quotient associé. On rappelle qu’une p-forme sur X est
G-invariante ssi elle est le tiré-en-arrière d’une p-forme sur Y (exercice 7.6.4.

(i) Montrer que π∗ : H(Y )→ H(X) induit un isomorphisme de H(Y ) sur
H(X)G.

(ii) En déduire H(Pn(R)).



Chapitre 9

Espaces d’applications

9.1 Topologies Cr

Le cas des ouverts euclidiens

Dans ce qui suit, on fixe r ∈ N ∪ {∞}. Considérons pour commencer un
ouvert Ω ⊂ Rn. Pour tout compact K ⊂ Ω et tout entier (fini) k ≤ r, on définit
une seminorme sur l’espace vectoriel Cr(Ω,Rp) des applications f : Ω → Rp
de classe Cr en posant

‖f‖Ck(K) := sup
α∈Nn, |α|≤k, x∈K

|Dαf(x)|

Notons que cette seminorme est une norme sur le sous-espace CrK(Ω,Rp)
des applications à support dans K. La famille de seminormes ‖ · ‖Ck(K) sur
Cr(Ω,Rp) le munit d’une structure de Fréchet ; on obtient en effet une fa-
mille dénombrable équivalente en restreignant K aux éléments d’un suite de
compacts (Ki)i∈N de l’un des deux types suivants, au choix :

(i) une suite exhaustive Ki ⊂ K̊i+1 de compacts de Ω ;
(ii) un recouvrement localement fini (Ki) de Ω par des compacts.

La topologie de Cr(Ω,Rp) ainsi définie, qu’on appellera la topologie de la
convergence Cr sur les compacts, a le défaut de mal refléter les propriétés
globales des applications f : Ω → Rp. En suivant Whitney et Thom, on
introduit pour y remédier la topologie Cr forte, comme suit. On fixe une suite
de compacts (Ki) comme dans (ii), et on demande que toute f ∈ Cr(Ω,Rp)
admette pour base de voisinages les ensembles de la forme{

g ∈ Cr(Ω,Rp) | ‖g − f‖Cki (Ki)
≤ εi pour tout i

}
,

où (ki) et (εi) sont des suites quelconques d’entiers ≤ r et de constantes stric-
tement positives, respectivement. On note en effet que ces ensembles satisfont
la condition (V) de l’exercice 1.1.22, et on vérifie aisément que la topologie Cr

forte de Cr(Ω,Rp) ne dépend pas du choix de la suite (Ki).

97
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Le cas des variétés

Considérons plus généralement deux variétés X,Y , et notons Cr(X,Y )
l’ensemble des applications f : X → Y de classe Cr. Si (U, φ), (V, ψ) sont des
cartes de X et Y , toute f ∈ Cr(X,Y ) induit une application de classe Cr

ψ ◦ f ◦ φ−1 : Ω := φ(f−1(V ) ∩ U)→ Rp

sur un ouvert (éventuellement vide) de Rn. Pour tout compact K ⊂ U et tout
entier et k ≤ r, on peut donc définir une semidistance sur le sous-ensemble

{f ∈ Cr(X,Y ) | f(K) ⊂ V }

en posant (de façon légérement abusive)

dCk(K)(f, g) :=
∥∥(ψ ◦ f ◦ φ−1)− (ψ ◦ g ◦ φ−1)

∥∥
Ck(φ(K))

.

On définit alors la topologie de la convergence Cr sur les compacts de Cr(X,Y )
en demandant qu’une base de voisinages de f ∈ Cr(X,Y ) soit donnée par les
sous-ensembles de la forme

{g ∈ Cr(X,Y ) | g(K) ⊂ V et dCk(K)(g, f) ≤ ε}

où K ⊂ U est un compact d’une carte de X envoyé par f dans une carte V
de Y , k ≤ r est un entier et ε > 0.

Pour définir la topologie Cr forte sur Cr(X,Y ), on demande qu’une base
de voisinage de f soit donnée par les ensembles de la forme{

g ∈ Cr(X,Y ) | g(Ki) ⊂ Vi et dCki (Ki)
(f, g) ≤ εi pour tout i

}
avec

(i) (Xi)i∈N une recouvrement localement fini de X par des cartes relative-
ment compactes de X ;

(ii) Ki ⊂ Xi des compacts recouvrant encore X ;
(iii) (Yi) une suite de cartes de Y telles que f(Ki) ⊂ Yi ;
(iv) (ki) et (εi) des suites quelconques d’entiers ≤ r et de réels strictement

positifs.

Exercice 9.1.1. Justifier l’existence de (Xi), (Ki) et (Yi) pour toute applica-
tion continue f : X → Y .

Exercice 9.1.2. Montrer que les ensemble précédents satisfont la condition
(V) de l’exercice 1.1.22, et qu’on obtient déjà une base de voisinages de f en
fixant (Xi), (Yi) et (Ki) et en ne faisant varier que (ki) et (εi).

Proposition 9.1.3. Les applications propres forment un ouvert de Cr(X,Y )
pour la topologie forte.
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Lemme 9.1.4. Une application continue f : X → Y est propre ssi on peut
trouver (Xi), (Yi) et (Ki) comme ci-dessus avec (Yi) localement finie.

Démonstration. Si K ⊂ Y est un compact, l’ensemble IK des indices i tels
que Yi rencontre K est fini. Tout x ∈ f−1(K) appartient à un des Xi, et on
a nécessairement i ∈ IK puisque f(x) ∈ K ∩ Yi, ce qui montre que f−1(K) ⊂⋃
i∈IK Xi est compact.

9.2 Régularisation des applications

Le théorème de régularisation

Pour tout r ∈ N, on établit maintenant la densité de C∞(X,Y ) dans
Cr(X,Y ) pour la topologie forte. Plus précisément, on va montrer :

Théorème 9.2.1. Si f ∈ Cr(X,Y ) est lisse au voisinage d’un fermé A ⊂ X,
alors on peut trouver g ∈ C∞(X,Y ), arbitrairement proche de f en topologie
Cr forte, telle que g = f au voisinage de A.

La stratégie consiste à modifier successivement f sur les cartes d’un atlas
bien choisi, en s’appuyant sur le résultat suivant :

Lemme 9.2.2. On suppose que f ∈ Cr(X,Y ) est lisse au voisinage d’un
compact L ⊂ X, et on se donne des cartes φ : U ↪→ Rn et ψ : V ' Rp
de X et Y et un compact K ⊂ U tel que f(K) ⊂ V . On peut alors trouver
g ∈ Cr(X,Y ) arbitrairement proche de f en topologie Cr telle que :

(i) g est lisse au voisinage de L ∪K ;
(ii) g = f en dehors d’un compact de U .

Démonstration. Quitte à remplacer U par f−1(V )∩U , on peut supposer que
f(U) ⊂ V , de sorte que ψ ◦ f : U → Rp est bien définie et de classe Cr. On
fixe une fonction plateau χ ∈ C∞c (Ω) pour K. Le théorème de régularisation
habituel dans les ouverts de Rn, transporté dans la carte U , permet de choisir
h ∈ C∞(U,Rp) arbitrairement proche de ψ ◦ f en topologie Cr sur suppχ, et
il reste à poser

g :=

{
ψ−1 ◦ [(1− χ)(ψ ◦ f) + χh] sur U
f sur X \ U.

Preuve du théorème 9.2.1. Par souci de clarté, on commence par supposer que
A est vide. On considère un recouvrement localement fini (Ui)i∈N de X par des
cartes relativement compactes, des cartes Vi ' Rp de Y contenant f(Ui), et
des compacts Ki ⊂ Ui recouvrant encore X. Etant données des suites (ki) et
(εi), il s’agit d’établir l’existence d’une application lisse g : X → Y satisfaisant
pour tout i g(Ki) ⊂ Vi et dCki (Ki)

(g, f) ≤ εi. Pour ce faire, on construit par
récurrence une suite d’applications gp : X → Y de classe Cr telles que
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(i) gp(Ki) ⊂ Vi et dCki (Ki)
(gp, gp−1) ≤ εi/2p pour tout i ;

(ii) gp est lisse au voisinage de Lp :=
⋃
i≤pKi ;

(iii) gp = gp−1 en dehors d’un compact de Up.

On pose g0 := f , et on suppose gp−1 construite. Puisqu’elle est lisse au voisi-
nage de Lp−1, le lemme 9.2.2 permet de trouver gp ∈ Cr(X,Y ) arbitrairement
proche de gp−1 en topologie Cr forte et satisfaisant (ii) et (iii). Puisque (Ki)
est localement finie, (i) ne porte que sur un nombre fini d’indices et est donc
satisfaite si gp est suffisamment Cr-proche de gp−1. La condition (iii) implique
que la suite (gp) ainsi construite est localement stationnaire, et admet donc
une limite g : X → Y , qui est lisse par (ii) puisque les Ki recouvrent X. Enfin,
(i) donne pour tout i g(Ki) ⊂ Vi et dCr(Ki)(g, f) ≤ εi.

Si f est maintenant supposée lisse sur un voisinage ouvert Ω d’un fermé A,
on raisonne de même à partir d’un recouvrement localement fini (Ui)i∈Z par
des ouverts de carte relativement compacts dont l’image f(Ui) est contenue
dans une carte Vi ' Rp de Y , et avec Ui ⊂ Ω pour i < 0 et Ui ⊂ X \ A pour
i ≥ 0 (l’existence d’un tel recouvrement est laissée en exercice). Si on note K ′p
le compact de Up en dehors duquel gp = gp−1, la limite g ci-dessus cöıncide
alors avec f sur X \

⋃
i≥1K

′
i, qui est un voisinage de A puisque (K ′i)i≥1 est

une famille localement finie de fermés ne touchant pas A.

Quelques conséquences

Théorème 9.2.3. Deux variétés X et Y qui sont C1-difféomorphes sont C∞-
difféomorphes.

Démonstration. Il suffit d’établir que les C1-difféomorphismes φ : X → Y
forment un ouvert de C1(X,Y ) pour la topologie forte. Pour ce faire, on peut
supposer que X et Y sont connexes, auquel cas une application C1 φ : X → Y
est un difféomorphisme ssi c’est un plongement fermé, i.e. une immersion injec-
tive et propre. D’après la proposition 9.1.3, la propreté est ouverte en topologie
C1 forte, et les plongements forment également un ouvert en topologie C1 forte
(exercice 9.4.5).

Rappelons que deux variétés peuvent être homéomorphes sans être difféomorphes,
cf. sphères de Milnor.

Théorème 9.2.4. On peut définir de façon fonctorielle f∗ : H(Y ) → H(X)
(resp f∗ : Hc(Y ) → Hc(X)) pour une application continue f : X → Y est
seulement continue (resp continue et propre).

Ceci imlique en particulier le résultat suivant :

Théorème 9.2.5 (Invariance topologique de la dimension). Si deux variétés
X,Y sont homéomorphes, alors dimX = dimY .
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Démonstration. Supposons par l’absurde qu’il existe un homéomorphisme φ :
X ' Y mais que n := dimX > p := dimY . Toute carte U ⊂ X satisfait
Hn
c (U) 6= 0, alors que Hn

c (φ(U)) = 0, l’ouvert φ(U) étant de dimension p <
n.

9.3 Existence d’applications propres

On commence par une caractérisation utile de la compacité.

Proposition 9.3.1. Soit X un espace localement compact, localement connexe
par arcs et paracompact, et x0 ∈ X un point base. Il existe alors un rayon
continu propre γ : [0,+∞[→ X d’origine x0 ssi X est non-compact.

Démonstration. On suit [Mor62, IV, Corollaire 6]. Quitte à remplacer X par
la composante connexe de x0, on peut supposer que X est connexe. Puisque
[0,+∞[ n’est pas compact, l’existence de γ empêche bien sûrX d’être compact.
Supposons réciproquement X non compact, et soit (Ui)i∈I un recouvrement
localement fini de X par des ouverts relativement compacts et connexes par
arcs. On fixe i0 ∈ I avec x0 ∈ Ui0 , et on appelle p-châıne un p-uplet d’indices
(i1, . . . , ip) ∈ Ip deux à deux distincts tel que Uik ∩Uik+1

6= ∅ pour 0 ≤ k < p.
Pour tout p, l’ensemble Cp des p-châınes est fini (car le recouvrement est
localement fini). Puisque X est connexe, tout point de X appartient au dernier
ouvert Uip d’une p-châıne pour un certain p (exercice 1.2.9). S’il existait p0 ∈ N
avec Cp = ∅ pour p ≥ p0, on pourrait donc écrire X comme réunion finie
d’ouverts relativement compacts, ce qui contredirait la non-compacité de X.
Comme la projection Np → Np−1 envoie Cp dans Cp−1, il en résulte que Cp
est non-vide pour tout p, et le lemme élémentaire ci-dessous entrâıne donc
l’existence d’une châıne infinie, i.e. une application injective N → I k 7→ ik
telle qu’il existe xk ∈ Uik ∩ Uik+1

pour tout k. Il reste alors à choisir pour
chaque k ∈ N un chemin continu γk : [k, k+ 1]→ Uik joignant xk à xk+1, et à
définir γ comme la concaténation de ces chemins.

Lemme 9.3.2. Etant donnée une suite d’applications entre ensembles finis
non-vides

. . . // Ep
fp // Ep−1

// . . . // E1
f1 // E0 ,

il existe une suite (xp) avec xp ∈ Ep et fp(xp) = xp−1 pour tout p.

Démonstration. Pour chaque q ≥ p, on note Epq ⊂ Ep l’image de Eq dans Ep
par l’application composée, et on observe que Epq ⊂ Epq′ si q ≥ q′. Puisque Ep
est fini, il existe donc E′p ⊂ Ep tel que Epq = E′p pour tout q assez grand. Par
construction, fp induit une surjection f ′p : E′p → E′p−1, et on est donc ramené
au cas évident où les fp sont toutes surjectives.
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Théorème 9.3.3. Si X et Y sont deux variétés, les applications propres
forment un ouvert non-vide de C∞(X,Y ), sauf si X est non-compacte et Y
est compacte.

Démonstration. La propreté étant ouverte, le théorème de régularisation montre
qu’il suffit donc de construire une application continue propre X → Y si X
est compacte ou si Y non-compacte. Dans le premier cas, une application
constante fait l’affaire ; dans le second, la proposition 9.3.1 garantit l’existence
d’un rayon propre γ : R+ → Y , qu’il suffit alors de composer avec une fonction
propre f : X → R+, laquelle existe toujours d’après l’exercice 4.4.3.

9.4 Exercices

Exercice 9.4.1. On munit l’espace vectoriel V = Cr(Ω,Rp) de la topologie
Cr forte.

(i) L’addition fait de V un groupe topologique, mais pas un espace vectoriel
topologique.

(ii) La composante neutre V 0 de V (i.e. la composante connexe de 0)
cöıncide avec l’espace Crc (Ω,Rp) des fonctions à support compact.

(iii) V 0 n’est pas ouvert dans V , mais toute suite (fi)i∈N de V convergeant
vers f ∈ V 0 est à support dans un compact fixe pour tout i assez
grand. En particulier, aucun point de V n’admet de base dénombrable
de voisinages.

(iv) La topologie induite fait de V 0 = Crc (Ω,Rp) un espace vectoriel topo-
logique localement convexe tel que l’inclusion CrK(Ω,Rp) → Crc (Ω,Rp)
est continue pour tout compact K ⊂ Ω.

Remarque 9.4.2. On peut démontrer que la topologie Cr forte de Crc (Ω,Rp)
est la topologie la plus fine satisfaisant (iv). Pour r = ∞, ceci signifie que la
topologie C∞ forte sur C∞c (Ω,R) cöıncide avec celle dont on le munit dans le
cadre de la théorie des distributions.

Exercice 9.4.3. Si X n’est pas compacte, aucun point de Cr(X,Y ) n’admet
de base dénombrable de voisinages pour la topologie Cr forte.

Exercice 9.4.4. Si une suite (fi)i∈N de Cr(X,Y ) converge pour la topologie
Cr forte, alors il existe un compact K ⊂ X et i0 tel que fi = fi0 en dehors de
K pour tout i ≥ i0.

Exercice 9.4.5. Pour r ≥ 1, montrer que les immersions, les submersions et
les plongements (plus dur) forment un ouvert de Cr(X,Y ) en topologie forte.

Exercice 9.4.6. Si on note

Γf := {(x, f(x)) | x ∈ X} ⊂ X × Y



9.4. EXERCICES 103

le graphe d’une application continue f : X → Y , montrer que les ensembles
de la forme

U(Ω) :=
{
f ∈ C0(X,Y ) | Γf ⊂ Ω

}
forment une base de la topologie forte de C0(X,Y ).

Exercice 9.4.7 (Théorème de Weierstrass). Pour tout ouvert Ω ⊂ Rn et tout
r ∈ N ∪ {∞}, on va montrer que les polynômes sont denses dans Cr(Ω) pour
la topologie de la convergence Cr sur les compacts.

(i) Quitte à multiplier f ∈ Cr(Ω) par une fonction plateau pour K ⊂ Ω, on
peut supposer qu’elle est à support compact. On introduit la gaussienne

G(x) :=
1

(2π)n/2
e−x

2/2,

et l’approximation de l’unité associée Gδ(x) = δ−nG(x/δ). Rappeler
pourquoi le produit de convolution f ? Gδ converge vers f en topologie
Cr faible.

(ii) Conclure en tronquant le développement en série entière de G.
(iii) Le résultat reste-t-il vrai pour la topologie Cr forte ?





Chapitre 10

Plongements et voisinages
tubulaires

10.1 Le lemme de Sard �facile�

Un sous-ensemble A ⊂ Rn est négligeable s’il est de mesure de Lebesgue
nulle, ce qui revient à dire que pour tout compact K ⊂ Rn et tout ε > 0,
A ∩K peut être recouvert par un nombre fini de cubes Ci de diamètre δi tels
que

∑
i δ
n
i ≤ ε.

Exercice 10.1.1. Soient Ω,Ω′ ⊂ Rn deux ouverts et f : Ω→ Ω′ une applica-
tion localement lipschitzienne (e.g. de classe C1). Alors f(A) est négligeable
pour tout A ⊂ Ω négligeable.

Ce résultat (ou le théorème du changement variable) implique en particu-
lier que la notion d’ensemble négligeable est invariante par difféomorphisme,
et on peut donc introduire :

Définition 10.1.2. Un sous-ensemble A ⊂ X d’une variété est négligeable si
tout point de A appartient à une carte (U, φ) telle que φ(U∩A) soit négligeable.

En particulier, un ensemble négligeableA est d’intérieur vide, ce qui revient
à dire que X \A est dense dans X.

Lemme 10.1.3 (Lemme de Sard facile). Soit f : X → Y une application
localement lipschiztienne entre deux variétés de dimension n, p respectivement.

(i) Si n = p, l’image par f de toute partie négligeable de X est négligeable
dans Y .

(ii) Si n < p alors f(X) est négligeable dans Y .

Démonstration. Le premier point résulte directement de l’exercice 10.1.1, et le
second est conséquence du premier, puisque f(X) est l’image de X×{0} ⊂ X×
Rp−n par la composée f ◦π avec π : X×Rn−p → X la première projection.

105
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10.2 Le théorème de plongement de Whitney

Le but de cette partie est d’établir la version suivante du théorème de
plongement de Whitney, énoncé sous cette forme dans [Mor62, IV, Corollaire
6].

Théorème 10.2.1. Soient X et Y des variétés, de dimension respective n
et p. Si p > 2n, alors X admet un plongement fermé dans Y , sauf si X est
non-compacte et Y est compacte.

En particulier, toute variété X de dimension n admet un plongement fermé
dans R2n+1, résultat célèbre dû à Hassler Whitney [Whit36], et qui implique
par exemple :

Remarque 10.2.2. D’après [Whit44], on peut en fait trouver un plongement
(a priori seulement localement fermé) de X dans R2n. Ce dernier résultat,
nettement plus difficile à établir, est optimal, car le plan projectif réel, n’étant
pas orientable, ne peut se plonger dans R3 (cf. exercice 7.6.2).

Théorème 10.2.3. Si X et Y sont des variétés de dimensions respectives n, p
telles que p ≥ 2n (resp p > 2n), alors les immersions (resp les immersions
injectives) sont denses dans C∞(X,Y ) pour la topologie C∞ globale.

Plus précisément, si une application lisse f : X → Y est une immersion
(resp immersion injective) au voisinage d’un fermé A ⊂ X, alors on peut trou-
ver une immersion (resp une immersion injective) g : X → Y , arbitrairement
proche de f en topologie C∞ forte, telle que g = f au voisinage de A.

Voyons d’abord pourquoi le théorème 10.2.3 implique le théorème de plon-
gement ci-dessus.

Preuve du théorème 10.2.1. Les hypothèses garantissent que les applications
propres forment un ouvert non-vide de C∞(X,Y ), d’après le théorème 9.3.3. Si
p > 2n, le théorème 10.2.3 entrâıne donc que X admet une immersion injective
propre dans Y , ce qui est la même chose qu’un plongement fermé.

On commence par un résultat local de perturbation linéaire.

Lemme 10.2.4. Si f : Ω→ Rp est une application lisse sur un ouvert Ω ⊂ Rn
et p ≥ 2n, alors f + u|Ω est une immersion pour presque toute application
linéaire u ∈ Hom(Rn,Rp).

Démonstration. Le théorème 10.2.5 ci-dessous implique que l’ensemble Homk(Rn,Rp)
des applications linéaires u : Rn → Rp de rang k ≤ n − 1 est une sous-
variété de de Hom(Rn,Rp) de codimension au moins p − n + 1 ≥ n + 1.
Notons que f + u|Ω n’est pas une immersion ssi il existe x ∈ Ω et k < n
tels que dxf + u|Ω ∈ Homk(Rn,Rp), i.e. ssi u est dans la projection par
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Ω × Hom(Rn,Rp) → Hom(Rn,Rp) de l’image réciproque de Homk(Rn,Rp)
sous l’application

g : Ω×Hom(Rn,Rp)→ Hom(Rn,Rp)

définie par g(x, u) := dxf + u. Il est clair que g est une submersion, et

g−1(Homk(Rn,Rp)) ⊂ Ω×Hom(Rn,Rp)

est donc une sous-variété de codimension au moins n + 1 > dim Ω, i.e. de
dimension > dim Hom(Rn,Rp), et sa projection dans Hom(Rn, Rp) est par
conséquent de mesure nulle par le lemme de Sard facile.

Théorème 10.2.5. Soit V et V ′ deux espaces vectoriels (réels ou complexes)
de dimension respective n, n′. L’ensemble Homr(V, V

′) des applications linéaires
α : V → V ′ de rang r forme une sous-variété (réelle ou complexe, localement
fermée) de Hom(V, V ′), de codimension (n − r)(n′ − r) si r ≤ min(n, n′), et
vide sinon.

Démonstration. Soit α0 : V → V ′ une application linéaire de rang r, et choi-
sissons un supplémentaire U ⊂ V de S := Kerα0 et un supplémentaire S′ ⊂ F
de U ′ := Imα0. Puisque α0 induit un isomorphisme U ' U ′, on peut supposer
que V = U ⊕ S, V ′ = U ⊕ S′ et α0 = idU ⊕0. Pour tout
a ∈ Hom(V, V ′) on définit φα ∈ Hom(V ′, V ′) par φα(u+ s′) = α(u) + s′. On a
φα0 = idV ′ , et φα est donc un isomorphisme pour α dans un voisinage ouvert
Ω ⊂ Hom(V, V ′) de α. En particulier, chaque α ∈ Ω est injective sur U , et
satisfait donc rgα ≥ r, avec égalité ssi αS ⊂ αU . Afin de reformuler cette
dernière condition, on note

π′ : V ′ = U ⊕ S′ → S′

la projection, on pose g(α) := π′◦φ−1
α : V ′ → S′, et on note que Ker g(α) = vU ,

de sorte que αS ⊂ αU ssi

f(α) := g(α) ◦ α|S ∈ Hom(S, S′)

est nulle. L’application f : Ω → Hom(S, S′) ainsi définie est lisse, et il suf-
fira donc de montrer que f est une submersion en α0. Par bilinéarité de la
composition, on a

dα0f(h) = dα0g(h) ◦ α0|S + g(α0) ◦ h|S .

pour tout h ∈ Hom(V, V ′). Le premier terme est nul puisque u est nulle sur
B, et g(α0) = π′ puisque φu = idV ′ ; on obtient donc dα0f(h) = π′ ◦ h|S ∈
Hom(S, S′), ce qui montre que dα0f est bien surjective.

En raisonnant comme pour le théorème de régularisation 9.2.1, la preuve
du théorème 10.2.3 se ramène à établir les deux énoncés suivants.
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Lemme 10.2.6. On suppose p ≥ 2n. Soit f : X → Y une application lisse,
L ⊂ X un compact au voisinage duquel f est une immersion, φ : U ↪→ Rn et
ψ : V ' Rp des cartes de X et Y , et K ⊂ U un compact tel que f(K) ⊂ V .
Il existe alors une application lisse g : X → Y , arbitrairement proche de f en
topologie C∞ forte, telle que

(i) g est une immersion au voisinage de K ∪ L ;
(ii) g cöıncide avec f en dehors d’un compact de U .

Démonstration. Quitte à remplacer U par f−1(V )∩U , on peut supposer que
f(U) ⊂ V , de sorte que ψ ◦ f |U est à valeurs dans Rd. Comme dans le
lemme 9.2.2, on fixe une fonction plateau χ ∈ C∞c (U) pour K ⊂ U . Pour
traiter le cas p ≥ 2n, il suffira de trouver h ∈ C∞(U,Rd) arbitrairement C∞-
proche de f sur suppχ telle que h soit une immersion au voisinage de K, car
on obtient alors g en posant

g :=

{
ψ−1 ◦ [(1− χ)(ψ ◦ f) + χh] sur U
f sur X \ U.

L’existence de h est une conséquence du lemme 10.2.4, qui implique que h :=
ψ ◦ f + u ◦ φ est une immersion sur U pour presque toute application linéaire
u : Rn → Rp.

Lemme 10.2.7. On suppose p > 2n. Soit f : X → Y une immersion, L ⊂ X
un compact au voisinage duquel f est injective, φ : U ↪→ Rn et ψ : V ' Rp
des cartes de X et Y telles que f |U soit un plongement, et K ⊂ U un compact
tel que f(K) ⊂ V . Il existe alors une immersion g : X → Y , arbitrairement
proche de f en topologie C∞ forte, telle que

(i) g est injective au voisinage de K ∪ L ;
(ii) g cöıncide avec f en dehors d’un compact de U .

Démonstration. Comme avant, on peut supposer que f(U) ⊂ V , et on procède
comme ci-dessus, avec maintenant h de la forme h := ψ ◦ f + c avec c ∈ Rp
une constante suffisamment petite, et donc

g =

{
ψ−1 ◦ [(ψ ◦ f) + χc] sur U
f sur X \ U.

Puisque g est C1-proche de f , elle reste une immersion, et il reste à montrer
que g est injective au voisinage deK∪L pour un choix de c ∈ Rp arbitrairement
petit. Comme on va le voir, il suffit pour ceci de prendre c en dehors de l’image
de l’application

(x, y) 7→ (ψ ◦ f)(x)− (ψ ◦ f)(y)

χ(x)− χ(y)
∈ Rp,

définie sur l’ouvert

{(x, y) ∈ f−1(V )× f−1(V ) | χ(x) 6= χ(y)}
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de X ×X, et dont l’image est de mesure nulle dans Rp par le lemme de Sard
puisque p > 2n. Par hypothèse, f est injective sur U , et sur un voisinage W ⊂
X de L, et on va montrer que g est injective sur U ′ ∪W avec U ′ := {χ > 0}.
Supposons donnés x, y ∈ U ′ ∪W avec g(x) = g(y). Si x, y ∈ W \ U ′, alors
f(x) = f(y), et donc x = y par injectivité de f sur W . Si x, y ∈ U ′, alors
(ψ ◦ f)(x) +χ(x)c = (ψ ◦ f)(y) +χ(y)c, et le choix de c implique χ(x) = χ(y),
donc (ψ ◦ f)(x) = (ψ ◦ f)(y), et à nouveau x = y par injectivité de f sur U ′.
Enfin si x ∈ U ′ et y ∈W \ U ′, alors f(y) = g(y) = g(x) donne y ∈ f−1(V ), et

(ψ ◦ f)(x) + χ(x)c = (ψ ◦ f)(y) = (ψ ◦ f) + χ(y)c,

ce qui contredit le choix de c puisque χ(x) > 0 = χ(y).

10.3 Voisinages tubulaires

Le résultat suivant, connu sous le nom de théorème du voisinage tubulaire,
peut s’interpréter comme une énoncé de linéarisation transverse des plonge-
ments.

Théorème 10.3.1 (Théorème du voisinage tubulaire). Pour toute sous-variété
X d’une variété Y , les plongements X ↪→ Y et X ↪→ N(X/Y ) sont difféomorphes
au voisinage de X. En particulier, X admet un voisinage ouvert U ⊂ Y muni
d’une rétraction lisse r : U → X, i.e. une application telle r|X = idX .

Démonstration. Le théorème de plongement permet de supposer que Y est
une sous-variété d’un espace vectoriel V ' RN ; une fois choisi un produit
scalaire sur V , on peut identifier les fibrés normaux aux orthogonaux des
fibrés tangents, et les plongements X ⊂ Y ⊂ V donnent alors

N(X/V ) = N(X/Y )⊕N(Y/V )|X ⊂ TV |X = X × V.

On commence par montrer le résultat pour Y ⊂ V . La somme σ(y, v) := y+v
fournit une application lisse σ : N(Y/V )→ V , qui est un difféomorphisme en
restriction à la section nulle Z ⊂ N(Y/V ). De plus, on vérifie facilement que la
différentielle de σ est un isomorphisme en tout point de Z, et le lemme 10.3.2
ci-dessous implique donc que σ est un difféomorphisme d’un voisinage ouvert
de Z dans N(Y/V ) sur un voisinage ouvert Ω ⊂ V de Y .

En particulier, la projection p : N(Y/V ) → V induit une rétraction r :
Ω→ Y , et (x, v) 7→ r(x+ v) définit donc une application lisse q : W → Y sur
un voisinage ouvert W ⊂ N(X/Y ) de la section nulle. On vérifie ici aussi que
la différentielle de q est un isomorphisme en tout point de cette dernière, et
on conclut à nouveau par le lemme 10.3.2.

Lemme 10.3.2. Soit π : X → Y une application lisse et A ⊂ X une partie
telle que
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(i) π est un difféomorphisme local en tout point de A ;
(ii) π induit un homéomorphisme de A sur son image.

Alors π induit un difféomorphisme entre un voisinage ouvert de A et un voi-
sinage ouvert de π(A).

Démonstration. Par (i), on peut recouvrir A par des ouverts Xi ⊂ X tels que
π induise un difféomorphisme de Xi sur l’ouvert Yi := π(Xi) de Y , d’inverse
φi : Yi → Xi. La condition (ii) entrâıne que π(Xi∩A) = Y ′i ∩π(A) avec Y ′i ⊂ Yi
ouvert ; quitte à remplacer Xi par Xi ∩ π−1(Y ′i ), on peut donc supposer que
π(Xi ∩A) = Yi ∩ π(A), ce qui implique que φi = (π|A)−1 sur Yi ∩ π(A).

En remplaçant X et Y par leurs ouverts
⋃
iXi et

⋃
i Yi, on peut également

supposer que π est un difféomorphisme local et que les Yi recouvrent Y , et le
lemme de rétrécisssement fournit alors un nouveau recouvrement ouvert (Ui)
de Y tel que la famille de fermés Fi := Ui soit localement finie et satisfasse
Fi ⊂ Yi. On introduit alors

Ω := {y ∈ Y | φi(y) = φj(y) pour tous i, j tels que y ∈ Fi ∩ Fj} .

Puisque φi = (π|A)−1 sur Fi ∩ π(A) ⊂ Yi ∩ π(A), Ω contient π(A). Il va donc
suffire de montrer que Ω est ouvert, puisque les φi définiront alors sur Ω un
inverse φ de π, ce qui finira la démonstration. On se donne donc y ∈ Ω, et on
note Iy l’ensemble des indices i tels que y ∈ Fi. La famille (Fi) étant localement
finie, y admet un voisinage V ⊂ Y ne rencontrant qu’un nombre fini de Fi, et
on peut supposer que ceci ne se produit que pour i ∈ Iy, quitte à remplacer
V par V \

⋃
i/∈Iy Fi. Quitte à restreindre encore V , on peut enfin supposer que

φi = φj sur V pour tous i, j ∈ Iy, puisque cette dernière condition implique φi
et φj cöıncident en y, et donc sur un voisinage de y, étant inverses du même
difféomorphisme local π.

Si y′ ∈ V appartient à Fi ∩ Fj , alors on a i, j ∈ Iy, d’où φi(y
′) = φj(y

′).
Ceci montre que V est contenu dans Ω, qui est donc bien un ouvert.

10.4 Exercices

Exercice 10.4.1. Montrer que le fibré normal d’une sous-variété fermée Y ⊂
X est trivial ssi il existe Y admet des équations globales, i.e. s’il existe des
fonctions lisses f1, . . . , fp définies sur un voisinage ouvert U ⊂ X de Y , de
différentielles linéairement indépendantes et telles que

Y = {f1 = · · · = fp = 0}.

Exercice 10.4.2. Le but de cet exercice est de montrer que tout fibré vectoriel
réel E de rang r sur une variété X de dimension n peut s’écrire comme
quotient d’un fibré trivial de rang p = n+ r.

(i) Rappeler pourquoi l’espace des sections Γ(X,E), muni de la topologie
de la convergence C∞ sur les compacts, est un espace métrique complet.
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(ii) Pour tout p ∈ N et tout compact K ⊂ X, montrer que l’ensemble ΩK

des morphismes φ : X × Rp → E avec φx surjectif pour tout x ∈ K
est un ouvert de Γ(X,Hom(X ×Rp, E)). D’après le lemme de Baire, il
suffira donc d’établir que chaque ΩK est dense si p ≥ n+ r.

(iii) On rappelle que si V est un espace vectoriel de dimension r, l’en-
semble Homk(Rp, V ) des application linéaires φ : Rp → V de rang k < r
est une sous-variété de Hom(Rp, V ) de codimension (p − k)(r − k) ≥
n+ 1. (théorème 10.2.5). Montrer que

Homk(X × Rp, E) :=
⋃
x∈X

Homk Rp, Ex)

est une sous-variété de Hom(X×Rp, E) de codimension au moins n+1.
(iv) L’exercice 5.4.5 permet de choisir un morphisme α : X×RN → E qui

soit surjectif en restriction à un voisinage U b X de K. Etant donné
un morphisme φ : X × Rp → E, montrer que

φ|U + α ◦ u : U × Rp → E|U

est surjectif pour presque tout u ∈ Hom(Rp,RN ), et conclure.
(v) Adapter l’énoncé au cas des fibrés vectoriels complexes.





Chapitre 11

Quelques corrigés d’exercices

11.1 Chapitre 1

Exercice 1.4.18

Soit (Ui)i∈I un recouvrement ouvert de X̄, de sorte que, pour chaque i,
Ui est soit un ouvert de X, soit Ki := X \ Ui. On note J ⊂ I l’ensemble
des indices i correspondant à ce dernier cas, et U ⊂ X l’ouvert de X obtenu
comme réunion des Ui avec i ∈ I \J . Puisque (Ui) est un recouvrement de X̄,
on a

⋂
i∈J(Ki \ U) = ∅, et donc

⋂
i∈J ′(Ki \ U) = ∅ pour J ′ ⊂ J fini, d’après

l’exercice 1.4.6. Le compact K :=
⋂
i∈J ′ Ki est ainsi recouvert par les ouverts

Ui avec i ∈ I \J , donc par un nombre fini d’entres eux (Ui)i∈I′ , et il en résulte
que (Ui)i∈I′∪J ′ forme un sous-recouvrement fini de X̄.

Exercice 1.4.27

Soit (Un) une base dénombrable de la topologie. Chaque x ∈ X admet
un voisinage ouvert relativement compact Vx, et Vx est la réunion des Un
qu’il contient. Il existe donc n tel que x ∈ Un ⊂ Vx ; ceci montre que X est la
réunion des Un tel que Ūn est compact, et donc qu’il est dénombrable à l’infini.
Pour la réciproque, soit (Kn) une exhaustion. Puisque X est localement à base
dénombrable, chaque K̊n est à base dénombrable, et la réunion de tout ceci
donne une base dénombrable de X.

Exercice 1.6.13

Supposons f propre, et soit Z un espace topologique. Pour tout (y, z) ∈
Y × Z, on a (f × idZ)−1(y, z) = f−1(y) × {z}. D’après l’exercice 1.4.2, tout
voisinage de (f × idZ)−1(y, z) en contient donc un de la forme U × V avec
U ⊂ X voisinage de f−1(y) et V ⊂ Z voisinage de z. Puisque f est fermée,
y admet un voisinage W ⊂ Y tel que f−1(W ) ⊂ U , et on en déduit (f ×

113
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idZ)−1(W ×V ) ⊂ U×V , ce qui montre que f× idZ est fermée (exercice 1.3.1),
et donc (iv)=⇒(v).

Supposons réciproquement f universellement fermée. D’après le théorème 1.4.32,
il suffit de montrer que chaque fibre F = f−1(y) est compacte. Etant fermée
dans X, elle est en tout cas localement compacte, et admet donc un com-
pactifié d’Aleksandrov Z = F ∪ {∞}. Puisque F ⊂ X est fermée, l’image
A ⊂ X × Z de F par la diagonale x 7→ (x, x) est fermée, et f(A) = {y} × F
est donc un fermé de Y × Z. Ceci montre que F est fermée dans Z, et donc
compacte.

Exercice 1.6.1

Soit (Ui)i∈I un recouvrement ouvert de X, et B une base dénombrable de
la topologie. Les V ∈ B contenus dans l’un des Ui forment un sous-ensemble
B′ ⊂ B, qui est donc au plus dénombrable, et on peut choisir une application
f : B′ → I telle que V ⊂ Uf(V ) pour tout V ∈ B′. Il est alors immédiat de
voir que (Ui)i∈f(B′) est un sous-recouvrement au plus dénombrable de (Ui).

Exercice 1.6.4

Il est clair que X est à bases dénombrables de voisinages et que les ration-
nels forment une suite dense de X. Si B est une base de X, pour tout x ∈ X
il existe Ux ∈ B tel que x ∈ Ux ⊂ [x, x+ 1[. On a en particulier x = inf Ux, et
x 7→ Ux est donc une injection de X dans B, qui ne peut par conséquent être
dénombrable.

Exercice 1.6.5

Soit f ∈ M l’application constante égale à x ∈ X. Par définition de la
topologie produit, les ensembles de la forme

MJ,V = {g ∈M | g(J) ⊂ V }

avec J ⊂ I fini et V ⊂ X voisinage de x forment une base de voisinage de f . En
supposant par l’absurde que f admet une bases dénombrables de voisinages,
on peut donc supposer que cette base est de la forme MJn,Vn avec Jn ⊂ I
fini et Vn voisinage de x. La réunion J des Jn étant dénombrable, I \ J est
non-vide. Par hypothèse, on peut trouver x′ ∈ X distinct de x, et l’application
g : I → X qui vaut x sur J et x′ sur I\J est donc contenue dans tout voisinage
de f . Ceci contredit le caractère séparé de M , qui découle de celui de X.
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11.2 Chapitre 2

Exercice 2.4.6

(ii) D’après l’exercice 1.2.18, PA est séparée ssi pour tous a 6= b ∈ A, le
plongement diagonal π−1

a × π−1
b : U+ → Ua × Ub est propre. Un rapide calcul

montre qu’il est donné par (x, y) 7→ ((x− a)/y, y, (x− b)/y, y), et il faut donc
montrer que des bornes |x − a| ≤ C|y|, |x − b| ≤ C|y| et |y| ≤ C impliquent
|y| ≥ ε, ce qui résulte de 0 < |a − b| ≤ |a − x| + |x − b| ≤ 2C|y|. Si A
est dénombrable, PA est à base dénombrable, ayant un atlas dénombrable de
cartes. On vérifie par ailleurs a 7→ (0, 0) ∈ Ua ↪→ PA envoie A bijectivement
sur un ensemble discret de PA, ce qui montre que A est dénombrable si PA
est à base dénombrable. Enfin, PA est connexe puisque tout xa ∈ Ua est relié
à un point du demi-plan U+

a , dont l’image dans U+
b est reliée dans le plan Ub

à tout point xb donné.

11.3 Chapitre 3

Exercice 3.5.10

Notons i : Z → X, i′ : Z ′ → X et j : Z ′ → Z les injections. L’exercice 3.1.4
montre que j est lisse. Puisque i◦j = i′ est un plongement, dxi◦dxj = dxi

′ est
injective pour tout x ∈ Z, et dxj l’est donc aussi. Par conséquent, j est aussi
une immersion. Etant aussi un plongement topologique, j est un plongement,
i.e. Z est une sous-variété de Z ′.

Exercice 4.1.9

Soit (Kn) une exhaustion. Pour chaque n, on peut recouvrir Kn+1 \ Kn

par un nombre fini de Vj ∈ Vxj contenus dans Kn+1 \Kn−1 et dans un des Ui.

11.4 Chapitre 4

Exercice 5.4.7

(i) Il s’agit de montrer que tout point p0 ∈ G admet un voisinage ouvert
Ω sur lequel sont définies des fonctions lisses ei : Ω → V , i = 1, . . . , n, telles
que pour tout p ∈ Ω (e1(p), . . . , en(p)) soit une base de V , et (e1(p), . . . , er(p))
une base de Up.

On choisit pour cela un supplémentaire S de U0 := Up0 , ce qui fournit
une carte Ω = ΩS ' Hom(U0, S) centrée en p0, notée p 7→ αp, telle Up soit le
graphe de αp. On obtient alors la famille lisse (e1(p), . . . , en(p))p∈Ω de bases
de V souhaitée en choisissant des bases (v1, . . . , vr) et (sr+1, . . . , sn) de U0 et
S, et en posant ei(p) := vi + αp(vi) pour i ≤ r et ei(p) = si pour i > r.
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(ii) Puisque E est un sous-fibré de X × V , tout point de X admet un
voisinage ouvert U sur lequel est définie une famille lisse (e1(x), . . . , en(x))x∈U
de bases de V telle que (e1(x), . . . , er(x)) engendre Ex. L’application f est donc
lisse, puisque composée des applications lisses x 7→ (e1(x), . . . , er(x)) ∈ V r

0 et
π : V r

0 → G. On a de plus Ex = Vect(e1(x), . . . , er(x)) = Uf(x), et donc
E = f∗U .
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